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PRESENTACION

Cuando se incuba un suerio y nace una idea, el mundo se ensancha,

se ponen en juego los recursos y se inicia un camino donde los obstdculos
se presentan uno a uno. Cuando la idea es buena y el suerio es grande,
nada detiene el impetu desatado.

La coleccidn de libros que tengo el honor de presentar es el fruto de un suefio
grande y del trabajo persistente de un equipo formado por mateméticos y educadores
matematicos, quienes, liderados por su directora, se abocaron a la tarea de escribir
cuatro libros de matematica, sobre los temas centrales del curriculo escolar: Numeros,
Geometrfa, Algebra y Datos y Azar.

Estos cuatro libros representan la culminacién de un proceso de aprendizaje, re-
flexion y maduracién que se inicia muy atrds, con las primeras iniciativas en educacién
en el Centro de Modelamiento Matematico, cuando se vislumbraba que era posible
hacer un aporte a la educacién desde la perspectiva de los matematicos, pero no se
sabfa muy bien cdmo. Fueron muchos los proyectos que se sucedieron y que fueron
ayudando a comprender mejor el problema que se enfrentaba y ayudaron a apuntar
con mayor precision a una de nuestras principales debilidades en matemadtica escolar:
las escasas oportunidades que nuestro sistema de formacion de profesores brinda a
los estudiantes de Pedagogia en Educacion Basica de conocer la matemética escolar.
Esta coleccion de libros apunta, con una potente fuerza de saber, al corazén del siste-
ma formativo, proveyendo matemaética en sus contenidos y la manera de ensefiarlos.

Si estos libros representan la culminacién de un proceso, también son solo un
hito en el camino que se abre hacia el futuro con inmensos desafios, algunos de los
cuales son desatados por estos mismos. La incorporacién en las aulas universitarias de
la matematica escolar, con toda la potencialidad y riqueza que estos libros proponen,
requiere de grandes esfuerzos de parte de las propias unidades formadoras, de los
formadores de profesores y ciertamente de los estudiantes de pedagogia que suefian
con un aula escolar viva y dvida de conocimiento. Estos libros ponen de manifiesto
la necesidad de formacién académica de los formadores de profesores y llaman a la
creacion de material de apoyo complementario en otros formatos. Con una mirada de
largo plazo, estos libros también muestran la necesidad de contar con académicos de
alto nivel, conocedores de la matemética escolar, de su ensefianza y de su aprendizaje,
en todas las unidades de formacion de profesores.

El proceso que da vida a esta coleccién de libros, desde su concepcion hasta la
impresion final de sus paginas, tiene numerosos rasgos originales que quisiera des-
tacar. Este es un proyecto que convoca a matematicos interesados por la educacion,
expresando una realidad creciente en todo el mundo y también en nuestro pais, que



mueve a cientificos investigadores de sus propias disciplinas a abordar problemas
de la educacion, con espiritu abierto y con el respeto que merecen. Expresiones de
esta tendencia van en la linea de un cambio de parte de los cientificos, que han ido
comprendiendo la complejidad de los problemas de la educacién, de la formacién
de profesores, de la escuela y la sala de clases. Pero este proyecto también convoca a
educadores matematicos que, por la naturaleza de su disciplina cientifica, tienen a la
educacion en toda su complejidad en el centro de su quehacer, pero que en muchas
ocasiones han caminado por una via paralela a los cientificos. El proyecto que da
origen a los libros que aqui presento es una muestra mas de la importancia de acer-
car estos mundos y de la tendencia nacional a comprender que en la educacion hay
espacio para todos, que la incorporacion de actores enriquece la discusion y mejora la
calidad de los resultados. Estos libros son el fruto del trabajo conjunto de matematicos
y educadores matemaéticos.

Estos libros no nacen del trabajo aislado de los expertos convocados, sino que
en todo momento se ha tenido presente la realidad, expresada a través de la opinién
de los actores que intervienen en la formacion de los profesores de educacion basica.
Las necesidades, el sentir y las opiniones de los académicos formadores y de los estu-
diantes de pedagogia fueron recogidos en consultas y aplicaciones piloto a lo largo de
todo el pais. Esta es una experiencia inédita en Chile, que incorpora a los lectores en
la redaccién de libros de texto universitarios, basando las decisiones editoriales en la
evidencia encontrada, sobre lo que es relevante para el profesor, y dando fuerza a las
ideas que se presentan en sus paginas. Es interesante que en la busqueda de informa-
cién para apoyar la escritura de los libros, los autores tuvieron la oportunidad de dar
una mirada nacional a la formacién de los profesores de educacién basica en cuanto
ala matematica, la que les permitid levantar evidencia de investigacion que resulta
de extremo interés, mds alld de su propésito original.

Estos libros sobre la matematica escolar son una herramienta poderosa para
apoyar la formacion de profesores, ya que enfocan los contenidos matematicos co-
nectados con su ensefianza y teniendo en cuenta el curriculo nacional. Asf como sus
cuatro tomos van tomando uno a uno los temas centrales del curriculo, con una mi-
rada puesta en los contenidos escolares, proyectados en la sala de clases. Dan cuenta
de la matematica escolar en todas sus dimensiones, las que muchas veces son mi-
nimizadas equivocadamente ignorando su complejidad. Una lectura de sus paginas
nos lleva a comprender rapidamente que la tarea de ensefiar matematica escolar es
intelectualmente demandante y que requiere de una cuidadosa preparacién, que va
mucho maés alld de unos cursos aislados. Estos libros muestran la importancia de la
comprension de los contenidos, teniendo presentes las diversas formas de ensefianza
y de aprendizaje y el curriculo escolar, y sugieren un cambio importante en el eje de
las carreras de pedagogia, moviéndolo desde una mirada generalista desprovista de
contenido a una mirada integradora del contenidos y su ensefianza.

Enlalinea de esta tltima reflexién, con la publicacién de esta obra se plantean en
forma concreta lineamientos respecto de como deberiamos formar a los profesores en
Chile. Debemos transformar una cultura universitaria que considera que la disciplina



que se ensefla es secundaria frente a un saber pedagégico general y tedrico, desde el
cual serfa posible deducir qué hay que hacer en el caso de cada disciplina. Debemos
transformar una cultura universitaria que considera que en la formacion de profesores,
la preparacion disciplinaria y pedagdgica van en paralelo, dejando que el estudiante de
pedagogia haga la integracion. Es necesario movernos a una cultura de la integracion
entre las disciplinas y lo pedagdgico, generando un compromiso de los formadores que
abordan estos aspectos en forma coordinada e integrada. Ciertamente la formacién
de un profesor va més alld de lo disciplinario y lo pedagdgico, pero si estos aspectos no
estan presentes con fuerza y en forma integrada, no tendremos un profesor o profesora
con la potencialidad de proyectar el saber formador en su integridad.

Estos libros nacen en un contexto marcado por una creciente preocupacion na-
cional por la educacién, empujada por las demandas del movimiento estudiantil en
sus multiples expresiones. Esta preocupacion pone énfasis en el acceso y la calidad
de la educacidn, y demanda importantes recursos para la introduccion de los cam-
bios estructurales necesarios, que garanticen el acceso de todos los nifios y nifias a la
educacion de calidad. Sin embargo, es necesario hacer notar que con una inyeccién
importante de recursos y con una juiciosa reorganizacion administrativa, la calidad
de la educacién no queda garantizada. En este contexto, es importante mencionar
que la coleccién de libros que presentamos nace en el seno del programa INICIA,
lanzado en 2008 y que tiene como proposito el fortalecimiento de la formacidn inicial
de los profesores. Estos libros nacen y se nutren de las experiencias adquiridas en la
formulacion de los estandares de matematica, que definen lo que como pais espera-
mos que los futuros egresados de las carreras de pedagogia sepan y sepan hacer, y que
se miden en la prueba INICIA. Los estdndares y la prueba INICIA definen un marco
de demandas para los formadores de profesores y para los estudiantes de pedagogia
dificiles de lograr sin tener el apoyo del Estado, de las instituciones y de académicos
preocupados por el avance de la calidad de la educacién. Esta coleccion ofrece apoyo
en el area de matematica e interpreta los estdndares desde una perspectiva de la rea-
lidad nacional. Bienvenidos serdn materiales complementarios que ayuden a formar
mejores profesores y profesoras.

Me sumo con alegria a todos los que ven en estos libros una poderosa herramien-
ta para seguir construyendo una mejor educacion para todos nuestros nifios y nifias,
y a todos quienes levantan su voz para felicitar a la directora y a todos los autores de
estos libros, quienes con su trabajo, talento y perseverancia nos ponen un desafio mas
en esta tarea de hacer de Chile un pais con una educacién justa y de calidad, donde
todos los nifios y nifias tengan acceso a una educacion que les permita conocer las
matemadticas, las ciencias, las humanidades, las artes y todas las expresiones de la
cultura humana, para construir asi un pafs mejor, un pais desarrollado.

Patricio Felmer

Premio Nacional de Ciencias Exactas 2011
Académico de la Universidad de Chile
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INTRODUCCION

El Algebra es una rama fundamental de la matematica y su presencia en el curriculo
escolar se ha ido adelantando y aumentando. Esta tendencia incluye el reconocimiento de
formas de pensamiento algebraico que son anteriores al uso de expresiones propiamente
algebraicas. Temprano en el trabajo matematico escolar, en el reconocimiento de patrones, en
el trabajo con expresiones numéricas, en la geometria escolar y en la aritmética, se producen
razonamientos algebraicos cuya rigurosidad no se merma por la falta de formalismos. Este
texto comparte ese enfoque y lo promueve.

El Algebra nos permite trabajar de manera sencilla y sistemdtica problemas complejos,
y describir de manera sintética las relaciones relevantes. Para ello es necesario introducir el
lenguaje algebraico y desarrollar la capacidad de trabajar con él. Este paso, de lo concreto a
lo abstracto, de lo particular a lo general, se apoya a lo largo del texto en representaciones,
diagramas, modelos fisicos y discusiones donde se explicitan las relaciones entre ellos y los
argumentos que dan sentido a los procedimientos utilizados.

Este libro da profundidad a la matematica escolar y la conecta con su ensefianza. Las
propiedades que sustentan los procedimientos algebraicos utilizados en la resolucion de
ecuaciones y de inecuaciones —como las propiedades de las operaciones, de la igualdad, de la
desigualdad- son estudiadas y comentadas en detalle. Fl desafio pedagdgico de ensefiar Alge-
bra a nivel de Educacién Bésica recibe una atencion permanente en este texto. Se explicitan
y discuten las dificultades en el aprendizaje de cada uno de los temas abordados, asi como
los posibles errores a los que el profesor debera estar atento para diagnosticar y enfrentar.

Este texto se organiza en cuatro capitulos. El primero de ellos se dedica a las expresiones
algebraicas. En él se introduce el lenguaje algebraico y se muestran formas de trabajar con
esta herramienta en distintos contextos: para describir propiedades generales, formulas, re-
laciones y regularidades. Se estudian las potencias, sus propiedades y distintas aplicaciones.
El trabajo algebraico conlleva una abstraccién que nos libere de los contextos y los casos
particulares. Para facilitar este transito entre lo concreto y lo abstracto, nos preocupamos de
que el uso de simbolos y el trabajo algebraico tengan sentido, dando significado a los procedi-
mientos y razonamientos, y explicitando las razones de su validez. Para ello se usan diversas
herramientas, como los diagramas, modelos, ejemplos, tablas y demostraciones.

El segundo capitulo se destina a las ecuaciones y las inecuaciones, con una especial
preocupacion por el modelamiento. En este contexto, el planteamiento de ecuaciones e
inecuaciones cobra tanta relevancia como su resolucion y la discusion de sus soluciones en el
contexto del problema que las origina. Las manipulaciones que se realizan para transformar
una ecuacion en otra equivalente, en el proceso de resolucidn, se presentan conectadas con
las propiedades de la igualdad que las justifican. Se estudian también en detalle las ecuacio-
nes y los sistemas lineales, y se aborda el transito desde problemas aritméticos a ecuaciones
y una variedad de representaciones basadas en modelos fisicos y diagramas que permiten
plantear y resolver ecuaciones. Con ello, se conectan los métodos algebraicos con el de-
sarrollo de estrategias multiples y pertinentes al problema que se desea resolver, ademas



de mantener presente el sentido de procedimientos, cuyo propésito podria oscurecerse en
complejidades puramente técnicas. Esto también muestra cdmo un razonamiento algebraico
intuitivo, pero riguroso, permite a nifios en niveles escolares iniciales modelar matemética-
mente, plantear y resolver ecuaciones, mucho antes de su formalizacion algebraica.

El capitulo tercero se dedica a patrones y secuencias. En él, se pone especial cuidado a
distinguir habilidades de razonamiento inductivo, donde a partir de una regularidad obser-
vada se hace una prediccion o conjetura, de las de razonamiento deductivo, que permiten
justificar la validez de las regularidades observadas. Ambos razonamientos se fomentan pro-
moviendo la discusion de las reglas en que se basan las predicciones a partir de un niimero
finito de términos de una secuencia y su posterior generalizacién basada en propiedades
conocidas, para demostrar su validez. En este capitulo se aborda el estudio de distintos tipos
de patrones y secuencias numéricas, tales como progresiones aritméticas y geométricas y sus
sumas asociadas, que son de gran interés en distintos tipos de problemas.

Las funciones se estudian en el tltimo capitulo, donde se comienza por su definicién
matemadtica y formas de presentarlas, como férmulas y tablas. Los graficos merecen una
especial atencion como herramienta que permite sintetizar la informacién contenida en una
funcién y también desplegarla para poder visualizar su comportamiento. Ademas, se estudia
la interpretacion de graficos de manera cualitativa, poniendo el énfasis en sus caracteristicas
globales, como son el crecimiento, decrecimiento y cambios de tendencia, para luego inter-
pretarlas en el contexto de la situacién estudiada. Con especial detalle se estudia el concepto
de razon de cambio y la funcidn lineal, por su relevancia y utilidad.

Ellibro de Algebra que tiene usted en sus manos es parte de la coleccién ReFIP Mate-
matica “Recursos para la Formacion Inicial de Profesores de Educaciéon Bésica’, una serie
de cuatro textos: Ntimeros, Geometrfa, Algebra y Datos y Azar, enfocados en la matematica
para ensefiar que requieren los profesores de educacion bésica. Para cumplir este proposito,
se disefid un proceso de elaboracion que le diera coherencia a la coleccion y que incorpord
las necesidades de los usuarios a través de consultas y un extenso pilotaje de versiones pre-
liminares.

En el caso de este texto de Algebra, participaron en la redaccién de las versiones que se
pilotearon: Rubén Lépez, Salomé Martinez, Andrés Ortiz, Horacio Solar y Marfa Leonor Varas
y se recibieron contribuciones de Renato Lewin. La redaccién de la versién definitiva estuvo a
cargo de Salomé Martinez y Maria Leonor Varas. Contribuyeron con cuidadosas evaluaciones
Arturo Mena y Marisol Valenzuela. En la revision y correccion final colabord de manera signi-
ficativa Alejandro Lopez. A todos ellos, nuestros més calurosos agradecimientos. El caracter
de produccidn colectiva es un importante sello de este libro y fuente de una vitalidad que
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Capitulo

I Expresiones algebraicas

Introduccion

El gran aporte del dlgebra es que nos permite describir de manera concisa
y coherente relaciones generales facilitando su comprensién y estudio. Debido
a esto, es una herramienta esencial para demostrar propiedades, describir pa-
trones y resolver problemas. Al introducir el lenguaje algebraico pareciera que
se agrega una complicacion innecesaria, pero al desarrollar manejo algebraico
nos damos cuenta de que el dlgebra nos permite abordar de manera sencilla y
sistemadtica problemas complejos. Para trabajar en algebra, es necesario realizar
una abstraccién que nos libere de los contextos y casos particulares. Esto puede
constituir una barrera. Para facilitar este transito entre lo concreto y lo abstracto,
es necesario que el uso de simbolos y el trabajo algebraico tengan sentido, y dar
significado a los procedimientos y razonamientos. Para esto usaremos diversas
herramientas, como diagramas, modelos y también demostraciones.

Antiguamente, las formulas y propiedades se expresaban en lenguaje natu-
ral, como puede verse por ejemplo en el libro al-Kitab almukhtasar fi hisab al-
Jjabr wal-mukabal, del matemédtico d&rabe Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi
(780-850 a.C.). En este libro se encuentra la siguiente férmula:

La cosa y diez es multiplicado por la cosa menos diez, entonces esto es lo
mismo que si Se dijera la cosa multiplicada por la cosa, es un cuadrado positivo, y
diez por la cosa es diez cosas positivas; menos diez por la cosa es diez cosas nega-
tivas, ahora restamos lo negativo de lo positivo, y solo queda un cuadrado. Menos
diez multiplicado por diez es cien, que se debe sustraer del cuadrado. Por lo tanto,
resulta un cuadrado menos cien.

Si expresamos la férmula del texto usando lenguaje algebraico, donde la
letra x representara “la cosa’, obtenemos:

(x+10) (x-10) = x-x+ 10x - 10x-10- 10 = x* - 100.

La ventaja del lenguaje algebraico queda a la vista.

En la primera parte de este capitulo, aprenderemos a usar el lenguaje alge-
braico en distintos contextos: para describir propiedades generales, formulas,
relaciones y regularidades. En la segunda parte, estudiaremos las potencias, sus
propiedades y distintas aplicaciones.
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Expresiones algebraicas

1. Expresiones numéricas y algebraicas

El uso de simbolos (letras) nos permite expresar relaciones entre cantidades o magnitudes,
de tal manera que en una sola expresion o formula podemos resumir muchos casos. Por ejemplo,
podemos describir los niimeros pares como aquellos que son el doble de un niimero natural. Esto
se puede representar de manera algebraica con la expresion 2 - i, es decir 2 veces (o el doble de)
un nimero natural 7. Vemos que esta expresion es general, todos los niimeros pares se escriben
de esta forma. Asi, 2 - n resume la secuencia de pares: 2,4, 6, 8, 10, 12, 14,...

En geometria hay numerosos ejemplos de expresiones que involucran simbolos. Por ejemplo,
el drea de un rectangulo es su largo multiplicado por su ancho, lo cual se puede expresar como
A=1-a,donde A es el drea del rectangulo, / es el largo y a es su ancho. Esta férmula de drea nos
permite obtener el drea de cualquier rectdngulo, solo debemos conocer su largo y su ancho.

El lenguaje algebraico también nos permite expresar propiedades generales de los nimeros
y sus operaciones. Por ejemplo, la propiedad conmutativa de la suma la podemos expresar como
sigue:

Para todos los niimeros reales a y b, se cumple quea + b=b + a.

La frase anterior dice que cualesquiera sean los niimeros a y b, siempre el resultado de la suma es
el mismo, sin importar el orden en que se realice.

La clave en el uso de letras es que podemos representar con ellas un niimero cualquiera. Y asi
podemos plantear expresiones que pueden involucrar cantidades que desconocemos. Por ejemplo,
analicemos el siguiente truco:

Piensa en un niimero, sumale 3, multiplicalo por 2, réstale 1, siimale 4, dividelo
por 3y réstale 4. ;Seguro terminaste con el mismo niimero que pensaste!

La gracia del truco es que siempre funciona, independiente del niimero inicial escogido. Veamos
por qué. Partimos por denotar como x el nimero pensado, el cual no conocemos:

Piensa en un numero X
Stimale 3 xX+3
Multiplicalo por 2 (x+3):2=x-2+3-2=x-2+6
Réstale 1 X-2+6-1=x-2+5
Stimale 5 X-2+5+5=x-2+10
Dividelo por 2 (x-2+10):2=(x-2):2+10:2=x+5
Réstale 5 X+5-5=x
Tabla L1

Vemos que, luego de seguir los pasos del truco, el resultado es siempre el niimero pensado x.
Probablemente algunos pasos del procedimiento no son del todo evidentes. Un diagrama puede
ser muy util para entender el truco y la validez de las expresiones que van describiendo la situacién
en cada paso.
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Piensa en un niimero X

Sdmale 3 x+3

Multiplicalo por 2 (x+3)-2=x-2+3-2=x-2+6

Réstale 1 x-2+6-1=x-2+5

Stumale 5 x-2+5+5=x-2+10

Dividelo por 2 (x-2+10):2=(x-2):2+10:2=x+5

Réstale 5 x+5-5=x

Tabla 1.2

Vemos que usar la letra x en la descripcién del truco no es esencial para comprenderlo, la
clave fue ser capaces de representar el niimero desconocido. Como vemos en el ejemplo, usar la
representacion también nos ayuda a traducir el truco de manera algebraica y a comprender el
sentido de x. Este tipo de representaciones son de gran utilidad al trabajar en dlgebra, pero tie-
nen algunas limitaciones. Por ejemplo, a través del razonamiento algebraico vemos que el truco
siempre funciona, aunque el nimero pensado sea negativo, pero la representacion utilizada para
el nimero (como una barra de largo desconocido) no es adecuada. Otra limitacién surge si los
ntimeros involucrados en el problema son muy grandes (por ejemplo, si debemos multiplicar una
cantidad desconocida por 12 y luego sumarle 30), en ese caso, la representacién no es practica. En
la medida que se complejizan los problemas, se hace mas evidente la utilidad del algebra.

Como muestra el ejemplo, mediante un razonamiento algebraico pudimos probar la validez
de la propiedad establecida en este truco. Para hacer este razonamiento tuvimos que: describir
el problema de manera algebraica, mediante expresiones con simbolos; transformar estas expre-
siones (por ejemplo, cuando escribimos (x + 3)-2=x-2+3-2=x-2 + 6 debido a la propiedad
distributiva), e interpretar los resultados obtenidos. Estos tres pasos estan presentes cuando se
desea usar un razonamiento algebraico en diversas situaciones, como al resolver un problema con
una cantidad desconocida o al justificar una propiedad.
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Expresiones algebraicas

Una de las complicaciones que tiene describir relaciones o propiedades de manera al-
gebraica son las ambigiiedades del lenguaje natural. En el ejemplo anterior, vemos que fue
muy importante el uso correcto de paréntesis para expresar la situacion descrita. En el len-
guaje natural no se usan paréntesis y esto puede llevar a ambigiiedades al escribir expresio-
nes algebraicas. Por ejemplo, para representar algebraicamente el enunciado “el triple de,
un ndmero cualquiera mds dos” la expresion es 3 - (x + 2). Sin embargo, si no nos fijamos en
la coma que separa las dos partes de la frase, podemos pensar que la expresion algebraica es
3+ x+2; es decir, ‘el triple de un nimero cualquiera, mas dos”, que es distinta de la anterior, pues
3-(x+2)=3-x+6.Es evidente que podrian darse ambigiiedades, sobre todo al escuchar este
enunciado, ya que en el lenguaje oral las comas no siempre se aprecian con claridad. Por ello, para
usar paréntesis de manera apropiada al traducir del lenguaje natural al lenguaje algebraico, se
requiere de una lectura extremadamente cuidadosa.

Para pensar

Para expresar un nimero impar, Juan propone la expresion 2z + 1, mientras que Sandra
propone 2n — 1. ;Son correctas ambas expresiones?

Ejercicio

1. Explique mediante un razonamiento algebraico y con diagramas:

a. ;Por qué si se suma un niimero par y un numero impar, el resultado es siempre impar?
D. ¢Por qué si se suman dos multiplos de tres, el resultado es mltiplo de tres?

C. ;Por qué si se suman tres niimeros consecutivos, el resultado es siempre divisible por tres?

1.1 Expresiones numéricas

Desde pequerfios, los nifios se familiarizan con expresiones numéricas tales como 3 + 4,
2-3,24:8. Estas nos acompafian toda la vida y muchas veces surgen al expresar las relaciones
entre los datos de un problema. Por ejemplo, para calcular el precio de una compra que consiste
en 3 kilos de papas y 1 litro de aceite, sabiendo que el kilo de papas cuesta $659 y que el litro de
aceite cuesta $1.459, escribimos:

3-659 + 1.459.
Ejemplos:
1) Se quiere cambiar el piso de una cocina, para lo cual hay que calcular su drea. La
superficie tiene forma de L, y las medidas se indican en la figura:

3,8m
1,4m

2,6 m 2,4 m

1m

1.2m
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Al dividir la figura en dos rectangulos, podemos encontrar el drea que buscamos por
medio de la siguiente expresion:

1,4-2,6+24-12.

2) Daniel tenia 4 veces la cantidad de bolitas que tiene José, y luego le regalaron 5. Si
José tiene 12 bolitas, ;cuantas bolitas tiene ahora Daniel? La expresion que permite
responder la pregunta es:

4.12 +5.

El uso de expresiones numéricas para describir situaciones cotidianas es un paso previo al
trabajo con expresiones algebraicas. Si en el ejemplo anterior variamos la cantidad de bolitas que
tiene José, suponiendo que tiene 13 en vez de 12, entonces la expresion numérica que describe el
numero de bolitas de Daniel es 4 - 13 + 5. En la siguiente tabla, podemos ver las distintas expre-
siones numeéricas para la cantidad de bolitas de Daniel, al variar el nimero de bolitas de José en
un cierto rango, suponiendo siempre que se cumple la relacién: Daniel tenia 4 veces el nimero de
bolitas que tiene José, y luego le regalaron 5:

Nuimero de bolitas de José Niimero de bolitas de Daniel
12 4.-12+5
13 4.-13+5
14 4.14+5
15 4.15+5
16 4.-16+5
17 4.-17+5
Tabla 1.3

La expresién numérica describe la relacion entre las bolitas de Daniel y José, y si no cono-
cemos el numero de bolitas que tiene José, de todas maneras, podemos proponer una expresion
para la cantidad de bolitas que tiene Daniel, usando esta relacion:

numero de bolitas de Daniel =4 - j + 5,

donde j es el nimero de bolitas de José.
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CAPITULO

Expresiones algebraicas

Ejercicios

1. Escriba al menos 5 expresiones numéricas que le permitan calcular el area sombreada,
suponiendo que el lado de cada cuadrado mide 1 cm.

2. Escriba al menos 5 expresiones numéricas que entreguen el nimero de cuadros blancos
de la figura.

3. Escriba 4 expresiones numéricas distintas para el area de la siguiente figura:

3cm

5cm
4 cm

6 cm

4 cm

3cm

4. Plantee problemas donde las relaciones entre los datos estén dadas por las siguientes ex-
presiones:
a. (27-5-3)/4
D. 187 +12-187
3 1

.2 Z5-—
47 2
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1.2 Distintos usos de las expresiones algebraicas

Definicion I.1 Una expresion algebraica es una secuencia de niimeros y letras unidos
mediante operaciones matematicas.

Las letras en las expresiones algebraicas se denominan variables y siempre representan nu-
meros. Por ejemplo, x + y es una expresion algebraica que representa la suma de los nimeros x
e y. El tipo de nimero que representa una variable depende del contexto. Por ejemplo, si x e y
representan la cantidad de habitantes de dos ciudades, entonces deberfan ser niimeros natu-
rales; mientras que en otro problema podrian decirnos que x e y representan longitudes, por lo
que deberian ser nimeros reales positivos. También la naturalezril de la expresién puede poner

restricciones a los valores que toman las variables. Por ejemplo, . esuna expresion algebraica

que expresa 1 dividido por x o el inverso multiplicativo de x, en este caso x no puede ser 0.

El significado de las expresiones algebraicas puede no ser evidente; por ejemplo, ;qué signi-
fica x + y si no conocemos x ni tampoco y? Para comprender esta expresion, no debemos olvidar
que representa un nimero, el cual podemos determinar si conocemos el valor de xy el valor de y.

Las letras que usamos en las expresiones algebraicas son arbitrarias y no importa qué letras
usemos, siempre que seamos consistentes. Por ejemplo, la formula del drea del rectangulo es el
producto de las medidas de ambos lados. Si anotamos la medida del largo como /y del ancho
como a, entonces el drea serd a - L. Pero si denotamos x 1a medida del largo e y la medida del ancho,
tendremos que el area serd x - y.

Habitualmente, usamos la letra x para representar una cantidad desconocida cuyo valor que-
remos determinar como solucién a un problema, por ejemplo, cuando resolvemos una ecuacion.
Pero hay situaciones donde se necesita determinar dos cantidades desconocidas y no podemos
usar la misma letra para representar nimeros que podrian ser distintos. Por ejemplo, podriamos
querer buscar todas las medidas para el ancho y el largo de un rectangulo de drea 16 cm? Es decir,
buscamos valores de x e y que satisfagan x - y = 16. Es claro que hay infinitas parejas de valores
de x e y que resuelvan nuestro problema. Pero si hubiésemos usado la misma letra x para denotar
ambas cantidades (largo y ancho), lo cual es incorrecto, pues ambas cantidades pueden ser dis-
tintas, encontrarfamos que solo el rectangulo cuyos lados miden ambos 4 cm tiene area x - x = 16.
Asi, encontrariamos una sola solucion, lo cual no es correcto.

Al trabajar con expresiones algebraicas usaremos algunas convenciones. Al escribir multi-
plicaciones usaremos el punto (-) en lugar del signo (x), esto para no confundir expresiones como
2 x 3 con 2 x 3. Mds atin, para denotar dos veces x 0 el doble de x se utilizard indistintamente 2 - x o
2x, sin embargo, no podemos omitir el signo (-) cuando aparezcan multiplicaciones con niimeros.
Observamos que el orden en que se multiplican x y 2 no importa, debido a que la multiplicacién
es conmutativa, es decir, x - 2 es lo mismo que 2 - x (0 2x). Por convencion, en una multiplicacién
anotaremos primero los numeros y luego las letras, asi, en este caso, lo usual es usar 2x. También
omitiremos el signo por (x o -) cuando hay paréntesis en las expresiones. Asi, 2 (x + y) denota
2 - (x + y). Es importante sefialar que esto es solo una convencion de escritura y no es incorrecto
no usarla.
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Expresiones algebraicas

Definicién 1.2 Evaluar una expresion algebraica significa dar un valor numérico a las
variables que en ella aparecen.

: L, 2 2
Por ejemplo, al evaluar la expresion 2a - — en a = 2, obtenemos 2-2 - 5" 3. Observamos que

a
debemos remplazar el valor 2 cada vez que aparece a en la expresion.

Al evaluar expresiones que involucran mas de una variable, los valores considerados pueden
ser iguales o distintos. Por ejemplo, podemos evaluar la expresién 4xy + xenx=1e y =1,y obte-
niendo4-1-1+ 1 =5, pero también la podemos evaluar en x =5 e y = -3, lo que entrega:

4.5(-3)+5=-60+5 = ~55.

No siempre es posible evaluar una expresion algebraica en cualquier valor; por ejemplo, la expre-
si6n algebraica

3-xy

X-y
no se puede evaluar cuando x = y, ya que para poder evaluarla, el denominador de la expresion
debe ser un numero distinto de 0. Por lo tanto, los valores numéricos asignados a x e y deben ser
distintos.

s

Evaluar es esencial al trabajar con expresiones algebraicas. Muchas expresiones surgen de
problemas concretos para describir relaciones entre cantidades desconocidas, y al evaluar esta-
mos entregando un valor determinado a esas cantidades. También, al evaluar expresiones se pone
de manifiesto que las variables siempre representan niimeros.

Evaluar una expresion también nos ayuda a entender la validez de propiedades algebraicas
y por qué un cierto resultado puede ser incorrecto. Por ejemplo, evaluar en distintos valores de x
nos ayuda a comprender por qué x + 2x + 1 = 3x + 1, o por qué x + 2x + 1 no es igual a 4x.

Ejercicios

1. Exprese los siguientes enunciados utilizando expresiones algebraicas:

. La cuarta parte de un numero.
. El doble del doble de un niimero.
Un multiplo de 11.
. La suma de tres nimeros naturales consecutivos.
. El triple de un nimero, menos la quinta parte de él.
El producto entre dos niimeros impares consecutivos.

. La suma de tres nimeros pares consecutivos.

. La diferencia de dos nimeros impares.

El producto entre un nimero natural y el sucesor de él.

Evaltie cada una de estas expresiones en 3, 5, 7, 9, para verificar que sus expresiones son
validas, y use un diagrama apropiado para explicar su expresion.
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2. Exprese en lenguaje natural las siguientes expresiones:

a.2a-2 d. (a+2b)
D. 3(x+4) e.(m+1)(m+2)
C. b+l -2

2

3. En cada uno de los siguientes enunciados, escriba al menos dos expresiones que pueden
representarlo y fundamente si dichas expresiones son iguales o no. En cada caso, explicite
la relacién entre la frase, el uso de paréntesis y la expresion resultante.

a. El doble de un niimero, menos su quinta parte.

D. Un nimero menos su mitad m4s su doble.

L, 3x L
4. Alevaluar la expresion P 5 en x =4, un alumno obtuvo 3. ;Qué posible error pudo come-
X+
ter el alumno? ;Como explicaria que el resultado obtenido es incorrecto?

En geometria aparecen numerosas expresiones algebraicas, debido a que ellas nos permiten
expresar propiedades y férmulas generales. Por ejemplo, el Teorema de Pitdgoras se expresa como:

En un tridngulo rectdngulo de catetos con longitud a y b e hipotenusa con longitud c, se
tiene que a’ + b*= ¢’
Las expresiones algebraicas también nos permiten describir o modelar situaciones que pro-

vienen de distintos contextos, por ejemplo: “la edad de Isabel hace tres afios” se puede representar
mediante la expresion i — 3, donde i representa la edad de Isabel. Veamos otro ejemplo.

Ejemplo

Antonia tenia inicialmente L ldpices, de los cuales c eran de cera y el resto de palo. Ella
pierde 1/3 de sus ldpices de cera, 1/4 de sus ldpices de palo y luego le regalan una caja
de 20 lapices de cera. ;Cudntos ldpices tiene ahora Antonia?

Para encontrar el numero de ldpices que tiene Antonia, primero notamos que ella
o . [ . | 1 .
inicialmente tiene L-c ldpices de palo. Ella pierde —c lapices de ceray — <L - c) la-

2
pices de palo, por lo que le quedan EC ldpices de ceray %(L - c) lapices de palo.

Como le regalan 20 lapices de palo, ella tiene un nimero total de lépices dado por

2
—C+E(L-C)+20-
3 4

Este ejemplo también nos ayuda a comprender la necesidad de usar distintas letras para dis-
tintas variables y que tenemos libertad de decidir cudles variables identificaremos. En el problema
del ejemplo, se habla de la cantidad de lapices, de la cantidad de lapices de cera y de la cantidad de
lapices de palo. Tal como identificamos las dos primeras cantidades con las letras L y ¢, podrfamos
haber identificado también la cantidad de lapices de palo con la letra p y escribir la relacién que
cumplen estas cantidades, asi: L = ¢ + p. Dado que siempre se puede determinar p si se conoce L
y ¢, omitimos asignar una nueva variable p al ntimero de ldpices de palo y usamos directamente
que el nimero de estos lapices es L - c.

Algebra - REFIP



Expresiones algebraicas

Ejercicios

1. Resuelva el problema del ejemplo anterior, usando como variables la cantidad de lapices de
ceray la cantidad de ldpices de palo.

2. Encuentre expresiones algebraicas para describir las siguientes situaciones:

a. La edad de Juan en 5 afios mas.
D. nfilas de 6 sillas cada una.
C. 54 personas repartidas equitativamente en n buses.

(. La edad de Pedro mds 7 veces la de Agustin.

3. Explique como usar expresiones algebraicas para describir las siguientes situaciones:
a. En un colegio, por cada profesor o profesora hay & alumnos, ;cudl es el numero total de
alumnos en el colegio?

D. Marcela anda en bicicleta todos los dias, ella siempre anda 1 km mds que Susana. Entre
las dos ;qué distancia recorren en 1 mes?

C. Juan leyé un libro. El lefa cada dfa la misma cantidad de p4ginas y lo terminé en d dfas.
¢Cudntas paginas diarias lefa Juan?

4. Para cada una de las siguientes expresiones algebraicas, escriba un problema con contexto
tal que su respuesta se exprese con dicha expresion:

a. E155% de a d. (i+5)-100
D. 4x+2 e. 0,125 +3
C. \Ja*+1 f.(a-1)/b

5. Explique cdmo deducir una férmula para el drea de un trapecio a partir del drea de un
paralelogramo.

6. Para cada una de las siguientes expresiones, escriba una situacién que pueda ser descrita
por ella. Luego, evaltie cada expresion en a = 36, en el contexto de la situacion propuesta.
Asegurese de que su situacion tenga sentido para este valor de a.

d.a-6 €. ba
D.5+a f. Ja
C.a:4 0.2a-2
d. 100 - a

/. Avpartir de la férmula para el drea de un tridngulo de base 4 y altura 4, encuentre una for-
mula para calcular el drea de todos los tridngulos de altura 5.
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Las expresiones algebraicas también permiten expresar regularidades o patrones. Este uso,
en el que una expresion surge a partir de casos particulares para expresar una regla general, ayuda
a dar sentido y a motivar el trabajo con las expresiones algebraicas, enfatizando que nos permiten
generalizar.

Ejemplo:

A continuacidn, se muestran los primeros cuatro términos de una secuencia de figu-
ras formadas por circulos, que se ordenan como tridngulos equildteros.

a A A £

Sila secuencia se contintia siguiendo este mismo patron, ;cudntos circulos se nece-
sitan para formar el tridngulo nimero 107 ; Cudntos para el nimero 154? y ;cudntos
para el n-ésimo tridngulo?

Para dar respuesta a las preguntas, debemos describir la regularidad o patrdn, tal
como se expresa en el problema, debemos suponer que la regla de formacién de los
tridngulos se mantiene. En este caso, observamos que al pasar de un tridngulo al
siguiente debemos agregar un circulo a cada lado del tridngulo, y suponemos que
los siguientes tridngulos se construyen de la misma manera. En la siguiente tabla,
anotamos el nimero de circulos usados siguiendo esta regla:

N° del tridngulo N° de circulos en el tridngulo
1 3
2 3+3=6
3 3+3+3=9
4 3+3+3+3=12

Asi, el tridngulo 10 tiene 3 - 10 = 30 circulos, el nimero 154 tendrd 3 - 154 = 462 circu-
los, y el tridngulo 7 - ésimo (niimero 7) tendra 3 - n tridngulos.

En este ejemplo, la clave fue expresar la regla de formacién del patrén. Esto se hizo primero a
través de expresiones numéricas para distintos casos, a partir de las cuales se llega a una expresion
algebraica que generaliza los casos anteriores.

Es importante notar que una misma expresion algebraica puede aparecer en distintas formu-
las. Su sentido dependera del contexto. Por ejemplo, la expresion 4a puede expresar el perimetro
de un cuadrado de lado a, o puede ser el drea de un tridngulo de base a y altura 8, o bien puede ser
el precio de cuatro dulces de valor a pesos cada uno.
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Expresiones algebraicas

En resumen

» El uso del lenguaje algebraico nos facilita describir situaciones sin las ambigiiedades
del lenguaje natural.

» La propiedad fundamental de las expresiones algebraicas es que nos permiten
generalizar. Asi, mediante ellas podemos:
— expresar formulas
— describir propiedades
— describir situaciones provenientes de distintos contextos
— expresar regularidades.

 Lasletras o variables siempre representan niimeros.

+ Lasvariables pueden ser denotadas por distintas letras, sin que cambie su significado.

» Evaluar una expresién es dar valor a sus variables. Evaluar nos ayuda a entender la
validez de propiedades y de manipulaciones algebraicas.

« El uso de las expresiones algebraicas para describir situaciones provenientes de
diversos contextos nos ayuda a dar sentido al estudio de estas.

Ejercicios

1. Considere la secuencia de figuras formadas por palitos de fésforo, tal como se muestra en
la figura:

Si se contintia la misma secuencia de ir agregando cuadrados, a la izquierda de la figura
anterior, ;cuantos palitos de fosforos se usarian en la figura 107 ;Cudntos para la figura 74?
¢,Cudntos para la figura n? Explique como se expresa la regla de formacién de este patrén,
haciendo referencia al paso desde la expresion numérica a la expresion algebraica.

2. En el problema anterior, dos personas escribieron las siguientes respuestas para determi-
nar la cantidad de palitos que tiene la figura n:

Respuesta 1: 4+ 3 (n - 1) +2
Respuesta2:n+n+(n+1)+2

¢Cudles cree usted que fueron los razonamientos utilizados para llegar a dichas expresiones?
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3. Considere la siguiente secuencia de baldosas cuadradas que se muestra en la figura:

1 2 3

Describa cémo continuar la secuencia siguiendo el mismo patrén. Segtin su descripcion,
determine: ;cudntos cuadrados coloreados negros tiene la baldosa 10? ;Cudntos cuadra-
dos blancos tiene la baldosa 107 ;Cudntos cuadrados negros y cuadrados blancos tiene la
figura n? Explique cdmo se expresa la regla de formacién de este patrdn, haciendo referen-
cia al paso desde la expresion numérica a la expresion algebraica.

4. Proponga dos secuencias de figuras cuyo término n involucre las expresiones (n +2) + 1y
2 (n - 1), respectivamente.

Al trabajar con expresiones algebraicas, siempre debemos tener presente que las variables
representan niimeros y, por lo tanto, las propiedades de las operaciones, tales como la conmuta-
tividad, asociatividad y distributividad, son validas. Dada la importancia de estas propiedades, las
volveremos a enunciar y veremos cdmo se deducen otras propiedades conocidas a partir de ellas.

1.3 Propiedades de las operaciones
Sean x, y, z ntimeros reales, entonces se cumplen las siguientes propiedades:
o Conmutatividad de la adicién: x + y =y + x.
o Asociatividad de la adicion: x + (y + 2) = (x + y) + z.
o Elemento neutro de la adicién: x + 0 = x.

« Inverso aditivo de la adicion: para cada niimero existe un nimero que denotaremos
-x, tal que x + (-x) = 0.

 Conmutatividad de la multiplicacién: xy = yx.

o Asociatividad de la multiplicacién: x (yz) = (xy) z.

o Elemento neutro de la multiplicacién: 1- x = x.

« Inverso multiplicativo: para cada nimero x distinto de cero, existe un niimero que
denotamos por x™ 0 —, tal que xx™ = 1.

« Distributividad de la);nultiplicacién respecto a la suma: x (y+z) = xy + xz.

La propiedad asociativa de la adicién dice que no necesitamos usar paréntesis para sumar
tres nimeros, ya que podemos sumarlos en cualquier orden. Asf, sin lugar a confusion, podemos
escribir (x + y) + z o x + (y + 2), como x + y + z. Andlogamente, la propiedad asociativa de la mul-
tiplicacién permite escribir(xy) z o x (yz), como xyz.
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Ejemplo
Verifiquemos que 15x (3 + y) = 45x + 15xy. Primero, usando la propiedad distributiva,
tenemos que 15x (3 + y) = (15x) 3 + (15x) y; luego, por la propiedad conmutativa de
la multiplicacion, tenemos que (15x) 3 + (15x) y = 3 (15x) + (15x)y, y por la propie-
dad asociativa de la multiplicacién, tenemos que 3 (15x) + (15x) y = 45x + 15xy; asi,
15x (3 + y) = 45x + 15xy.

A partir de las propiedades mencionadas arriba, se pueden deducir otras, por ejemplo:
Para todo niimero real x, x-0=0.

Esta propiedad se conoce como la propiedad absorbente del 0. La podemos deducir a partir
de las propiedades de las operaciones enunciadas anteriormente, las cuales sabemos que son

ciertas. Llamaremos feorema a una propiedad que se puede demostrar a partir de propiedades
ya conocidas.

Teorema I.1

Para todo numero real x, x-0=0.

Demostracion

Sabemos que 0 + 0 = 0. Si multiplicamos esta igualdad por un nimero real x, obtenemos
que x-(0+0)=x-0,yusando la propiedad distributiva, se tiene que x- 0 +x-0=x-0.
Finalmente sumando a ambos lados el inverso aditivo de (x - 0), se tiene
~(x-0)+x-0+x-0=—(x-0)+x-0.

Usando la propiedad asociativa obtenemos que [—(x-0) + x-0] +x-0=[- (x-0) + x- 0],

y aplicando propiedad del inverso aditivo obtenemos finalmente que x - 0 = 0.

Ejercicio

Indique qué propiedades se estan utilizando para obtener las siguientes igualdades:

A 4(x+2y)=4x+8y d. 0xy=0
p. X*t2 X _X. 2 €. - (15xy) = - 15xy
4 12 3 4 . (156x%) z+zy=2 (15" +)

C. (3x) (5y) = 15xy

La regla de los signos

La propiedad distributiva es clave para entender la denominada regla de los signos, resumida
en el dictum “menos por menos da mas’, que memorizamos desde nifios y que muchas veces no
comprendemos cabalmente, porque nos resulta contraintuitiva.
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A menudo, esta regla se explica usando metéforas o analogias que incluyen enemigos, amigos,
enemigos de los enemigos, etc. Lo cierto es que operar con niimeros negativos no es un problema
trivial: los més grandes matematicos de occidente tuvieron serias dificultades con esto durante
400 afios. No fue sino hasta comienzos del siglo XIX que la regla de los signos fue plenamente
aceptada para los nimeros, si bien ya se usaba libremente para expresiones algebraicas. Existian
hasta ese momento dos operatorias: una para los nimeros, sin la regla de los signos; y otra para
las letras, en donde si valia la regla. Esta dificultad se debio, probablemente, al profundo arraigo
entre los matemdticos de la idea del nlimero como magnitud geométrica, de modo que tenfa poco
sentido considerar niimeros negativos, ya que no hay magnitudes geométricas negativas. Los nu-
meros negativos aparecieron en la India, probablemente en el contexto del comercio, donde hay
haberes y deudas. Como dijimos, su adopcién en occidente fue dificil. Lo cierto es que la regla de
los signos es el resultado necesario de exigir que las operaciones con niimeros negativos verifiquen
las mismas reglas que las operaciones con nimeros positivos.

Laregla de los signos se expresa en el siguiente teorema, el cual demostraremos a partir de las
propiedades de las operaciones. Esta demostracién nos da razones de por qué la regla es correcta,
lo que nos ayuda a entenderla.

Teorema .2

Laregla de los signos.

Si ay b son numeros reales, entonces (-a) (-b) = aby (-a) b = - (ab).

Demostracion

Siay b son dos nuimeros reales, por la propiedad distributiva se tiene que
(-a) (=b) + (-a) b = (-a) (-b+b),
usando la propiedad del inverso aditivo obtenemos -b + & = 0, por lo que
(-a) (=b) + (-a) b= (-a) (0),
y usando la propiedad absorbente del 0, tenemos que (-a) (-b) + (-a) b = 0.

Por otra parte, usando la propiedad distributiva tenemos que ab + (-a) b = (a + (-a)) b,
y usando la propiedad del inverso aditivo y la propiedad absorbente del 0 tenemos que

ab+(-a)b=(a+(-a))b=0b=0.

Ahora, tenemos que ab + (-a) b =0y (-a) (-b) + (-a) b = 0, es decir, ambas expresiones
son iguales a cero y, por lo tanto, son iguales entre si. Asi,

(-a)(-b) +(-a)b=ab+(-a) b
y si sumamos a ambos lados de la igualdad — (-a) b, 1a igualdad se mantiene y obtenemos
(-a) (-b) = ab.

Dejamos como ejercicio al lector probar que (-a) b = - (ab).

Vemos que para demostrar la regla de los signos solo hemos usado las propiedades de las
operaciones. Asi, la regla de los signos es cierta independientemente de nuestras intuiciones.
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Visualizacion de las propiedades de las operaciones

El uso de diagramas o modelos nos ayuda a visualizar y comprender la validez de algunas
propiedades de las operaciones.

Las operaciones con nimeros tienen dos visualizaciones clasicas. La primera es a través
de piedras o fichas', y es adecuada para operar niimeros naturales. De hecho, la palabra célculo
proviene del latin calculus, que significa "piedra’. En la primera visualizacién, para sumar dos
numeros 7y m, representados por montones o bolsitas con las respectivas cantidades de piedras,
las juntamos en un solo montdn o bolsa. Para visualizar la multiplicacién de 7 y m, hacemos un
arreglo con 7 filas por m columnas de piedras. Por ejemplo, para visualizar la multiplicacién de
3 por 4, hacemos un arreglo de 3 filas por 4 columnas, como en la Figura I.1 a continuacion, y
tenemos que 3 - 4 = 12 es la cantidad de bolitas en el arreglo.

0000
9000
9000

Figura 1.1

También se puede visualizar la multiplicacion 3 y 4 usando un arreglo rectangular, en el que
cada niimero se representa como una barra compuesta de cuadrados de drea unitaria. El producto
es, entonces, el numero de cuadrados del arreglo, como se muestra en la figura.

LI —
LIl —
/

I

Este tipo de representacién para la multiplicacion es muy ttil cuando se quiere ilustrar pro-
piedades como la conmutatividad de la multiplicacién y la distributividad para nimeros natu-
rales. Por ejemplo, para mostrar que 3 - 4 = 4 - 3, solo debemos rotar en 90° el arreglo y ver que el
ntimero de cuadrados no cambia.

Figura 12

Hay otras formas de representar la multiplicacién 3 - 4, por ejemplo, como 3 grupos de cuatro

T b v

Figura 1.3

Si bien esta representacién nos ayuda en la definicién de la multiplicacion como suma ite-
rada, no permite visualizar de manera evidente que 3 - 4 = 4 - 3. Es muy importante que los nifios
y niflas desde temprana edad se planteen las preguntas de por qué esta propiedad es cierta, y
entregarles un modelo que les permita responder esta pregunta.

1 Ver el Capitulo I del libro Nimeros de esta coleccién
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Otra manera de visualizar la suma y la multiplicacién de dos niimeros positivos es usando
segmentos®. A diferencia de las piedras, esta es especialmente adecuada para ndmeros reales
positivos, los que representaremos como variables.

La suma de dos segmentos de largos respectivamente a y b consiste, simplemente, en poner
uno a continuacion del otro, como lo ilustra la Figura I.4.

a+b

Figura 1.4

Para multiplicarlos, construimos un rectdngulo de lados a y b, como en la Figura L.5.

b
Figura 15

Insistiremos especialmente en esta tltima. La representacion geométrica del producto como
el rea de un rectdngulo nos permite verificar visualmente algunas propiedades de la multiplica-
cién. Por ejemplo, el drea de los rectangulos de la Figura 1.6

Figura 1.6

representa los productos ab y ba. Las dos dreas son iguales, ya que una figura se obtiene de la
otra rotandola en 90°. Esto ilustra la conmutatividad del producto, es decir, la identidad ab = ba.

Usando el diagrama de la Figura 1.7, podemos visualizar la propiedad distributiva:

a(b+c)=ab+ac.

b c
ab ac a
b+c
Figura 1.7

2 Ver el Capitulo I y X del libro Nimeros de esta colecciéon
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Para pensar

;Qué tipo de representacién se puede usar para visualizar la asociatividad de la
multiplicacién?

Es importante hacer notar que las representaciones usadas permiten ilustrar las propieda-
des de las operaciones y no constituyen demostraciones de estas propiedades, ya que estas no se
demuestran: son propiedades bésicas que gobiernan las operaciones. Sin embargo, estas visuali-
zaciones sirven como inspiracion y ayudan a ver con nuestros propios ojos que estas propiedades
son intuitivamente correctas: asi esperamos que se comporten las operaciones con los niimeros.
Cabe sefialar que las propiedades de las operaciones no se demuestran utilizando dreas, sino que
la misma nocién de area descansa sobre las propiedades de las operaciones. Asi, si se pretende
usar areas de figuras como justificacién de dichas propiedades, se cae en un circulo vicioso.

En resumen

» Debido a que las variables en las expresiones algebraicas representan ntimeros, al
realizar operaciones con expresiones algebraicas son védlidas todas las propiedades de
las operaciones aritméticas.

» La visualizaciéon de identidades mediante el uso de diagramas que se apoyan en
conceptos geométricos, aunque no constituye una demostracion, nos ayuda a
comprender su validez.

Ejercicios

1. Demuestre la formula: (a + b) (¢ + d) = ac + ad + bc + bd indicando las propiedades que
utiliza. Usando el diagrama de abajo, visualice la igualdad cuando a, b, ¢y d son positivos.

c d
a ac ad
a+b
b bc bd
c+d

2. Useun diagrama para visualizar la asociatividad de la suma.
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1.4 Operaciones entre expresiones algebraicas

Las propiedades de las operaciones se usan cada vez que operamos con expresiones algebrai-
cas. Por ejemplo, para multiplicar (3 + x) (y + 2) usamos la propiedad distributiva y obtenemos:

B+x)(y+2)=3(+2)+x(y+2)=3y+6+xy+2x.

Para entender el desarrollo anterior, evaluemos la expresién en x = 10 e y = 20, y veamos que

podemos proceder de la misma manera,
(3+10)(20+2)=3(20+2)+10(20+2)=3-20+6+10-20+10-2,
obteniendo una expresion numeérica que corresponde a evaluar
3y+6+xy+2x en x=10,y=20.
También podemos sumar expresiones algebraicas, por ejemplo:
Bx+3y+5)+(4y-2+2x)=3x+3y+5+4y-2+2x=3x+2x+3y+4y+5-2=5x+ Ty +3,

para lo cual hemos utilizados diversas propiedades de las operaciones (;cudles?). Aligual que en el
ejemplo anterior, evaluando podemos ilustrar que el procedimiento utilizado para realizar la suma
es andlogo a lo que se realiza para sumar nimeros, por ejemplo para x = 99 e y = 75 obtenemos:

(3-99+3-75+5)+(4-75-2+2-99)=3-99+3.75+5+4-75-2+2-99=5.99 + 775 + 3.

Cuando nos piden sumar dos expresiones, como (3x + 3y + 5) + (4y — 2 + 2x), estd implicito
que debemos escribir la expresion resultante simplificando los términos que se pueden agrupan.
En este caso observamos que reemplazamos 2x + 3x por 5x, y 3y + 4y por 7y. Esto se puede hacer
gracias a la propiedad distributiva, ya que 2x + 3x=(2+ 3) x=5x,y 3y + 4y = (3 + 4)y = 7y.

Para operar con expresiones algebraicas que involucran fracciones, procedemos de igual
modo. Por ejemplo, para calcular = + 1 partimos encontrando un denominador comun, por
ejemplo, xy - x = X’; asf: X

1 1 x X+
— o=y xéy _ ZXJ’
Xy o x o xy xy Xxy
Esta expresion puede ser simplificada, notando que x + xy = x (1 + y) (;por qué?), es decir, x es un
factor del numerador, ast:

i l_x+xy_x(1+y) 1+y'

+ —_— = =
2
xyox o xy xxy Xy
Podriamos haber obtenido la misma expresion observando que xy es un denominador comun y,

por lo tanto:

- - ,
Xyox o xyoxy Xy

que es la misma expresion que obtuvimos anteriormente luego de simplificar. El tltimo procedi-

miento utilizado es igual al que usamos para sumar las fracciones:

1 1 147

+ = .
13-7 13 137
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Ejercicio

Realice las siguientes operaciones explicando las similitudes de los procedimientos

utilizados:
d. ii, 2 1
357 xy 7
1 3 . 1 3

(w5 x+3) x+5 y(x+3) ¥
C. (@ +3x+1)(x+5); (100+30+1)(10+5)

Factorizacion

Factorizar es, de alguna manera, el proceso inverso de distribuir, es decir, escribir una expre-
sién algebraica como un producto de expresiones. Cuando escribimos a (b + ¢) = ab + ac, deci-
mos que estamos multiplicando a y (b + ¢), mientras que cuando escribimos ab + ac = a (b + c),
decimos que estamos factorizando ab + ac con a'y (b + ¢) como factores. Asf, la factorizacién no
es sino una consecuencia de la propiedad distributiva. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos
1) Factoricemos la expresion 3x + 6y. Como en ambos términos hay un factor 3, po-
demos escribir

3x+6y=3x+3-2y=3(x+2y).

2) Factoricemos x*y+xy”. Procedemos de manera similar al ejemplo anterior. Vemos
que xy es un factor, pues X’y = xxy = () x y x°=xyy = (xy) y; asf

y+x= () x+ () y=xy (x+Y).

En el tltimo ejemplo, es igualmente legitimo factorizar X’y + xy* como Xy + x” = x (xy + ),
ya que ambos términos comparten el factor x. En general, cuando se indica “factorizar la expre-
sién’, tacitamente se estd pidiendo factorizar de la primera manera y no de la segunda, es decir,
extrayendo el factor comun mds complejo posible. Sin embargo, ambas son factorizaciones co-
rrectas, ast como también X%y + xp? = (x* + xp) y.

Factorizar nos puede ayudar a simplificar expresiones, por ejemplo:

x2y+2xy:xy(x+2>

=(x+2).
Xy 2.9
lo que es particularmente 1til si se desea evaluarla, o sumar XyrEy X+y
Xy

También podemos simplificar expresiones numeéricas usando los métodos de factorizacion.
Por ejemplo,

392+39_39(39+1)_39.40_3-13-/(~10_130
16 -4 4" -4 4.3 A-3
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Dependiendo de las expresiones consideradas, factorizar puede ser muy complejo, pues los
factores pueden involucrar sumas de expresiones y no ser evidentes. En estos casos, podemos
factorizar basados en la siguiente propiedad, que se deduce de la propiedad distributiva:

(a+b)(c+d)=a(c+d)+b(c+d)=ac+ad+ bc+ bd.

Expliquemos cémo se usa esta férmula. Si queremos factorizar la expresion de la derecha, es
decir ac + ad + bc + bd, 1o que hacemos es agrupar formando dos grupos (ac + ad) y (bc + bd). Del
primer grupo, podemos extraer el factor comin a y obtenemos a (¢ + d). Del segundo grupo, pode-
mos extraer el factor comtin by obtenemos & (¢ + d). Por lo tanto, obtenemos a (¢ + d) + b (¢ + d).
Claramente, de esta expresion podemos extraer el factor comtin (¢ + d) y obtenemos (a + b)(c + d).

Ejemplo
Factoricemos la expresion xy - y + 2x — 2. Probaremos varias agrupaciones y veremos
cudles nos permiten factorizar la expresion.

Ira. agrupacion: agrupamos de la siguiente forma (xy - y) + (2x - 2). Extrayendo el
factor comun y del primer grupo, y 2 del segundo grupo obtenemos:

W-»+2x-2)=yx-1)+2x-1)=(+2)(x-1).
Por lo tanto:
xXy-y+2x-2=(y+2)(x-1).

2da. agrupacion: agrupamos de la siguiente forma (xy + 2x) - (y + 2). Extrayendo el
factor comun x del primer grupo y -1 del segundo grupo, obtenemos:

(+2x)-(y+2)=(x-1)(y+2),
y, por lo tanto:
Xy-y+2x-2=(x-1)(y+2).

3ra. agrupacion: agrupamos de la siguiente forma (xy - 2) + (2x - y). Claramente, no
podemos extraer factores comunes de los dos grupos. Por lo tanto, esta agrupacion
no es adecuada para factorizar la expresion.

Del ultimo ejemplo, vemos que para factorizar un polinomio mediante agrupacion hay que
escoger la agrupacion de manera adecuada. Determinar qué agrupacion es la apropiada depende
de cada caso.

Ejercicios

1. Observe que si se suma el cuadrado de un niimero natural con el niimero, el resultado es
siempre par. Por ejemplo: 9 + 3 =12, 49 + 7 = 56. ;Por qué esto es cierto?

2. Explique por qué funciona el siguiente truco: “piensa en tres niimeros consecutivos, multi-
plica el tercero por el segundo, y también el segundo por el primero. Resta estos dos niime-
ros. Dime qué obtuviste y te adivino los tres niimeros’.
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3. Evaltie la expresion (Zx + 6) + ,enx=2.
x+3 3x+9
4. Evalte la expresion
2y +(25+5¢) 52 cenx=12ey=2
X+5

5. Factorice las siguientes expresiones:
4. 5x° - 10x + xy - 2y
b. xX*+x* + x+ 1 (recuerde que x* = x - x - x)
C.x(x-y)+z(y-x

1.5 Identidades

Muchas expresiones algebraicas que lucen distintas pueden representar siempre los mismos
nimeros, por ejemplo (x +4) (x - 4) y x* - 16 siempre son iguales, ya que para cualquier x pode-
mos aplicar las propiedades de las operaciones (;cudles?) y verificar que se cumple la igualdad:

(x+4)(x-4)=x(x-4)+4(x-4)=x-4x+4x-16=x" - 16.

DefiniciénI. 3 Dos expresiones algebraicas son iguales, si se puede transformar una
en la otra usando las propiedades de las operaciones. Una igualdad
entre dos expresiones se llamard identidad.

Observamos que al evaluar una identidad en cualquier valor de sus variables, obtenemos el
mismo resultado.

Ejemplos
1) Veamos algunas identidades indicando para qué valores de las variables se cumple
la igualdad:

. X . . .
d. Las expresiones —y 1 toman los mismos valores, siempre que x = 0. Esta restric-
* 1
ci6én se impone para que exista el inverso de x, que es —.
X
D. (=x)* = x* es una identidad, ya que

(207 = (=) (=) = (-1 (-1 = (-1) (-1} - x =%
+Qué propiedades usamos para probarla?

2) Las expresiones (a + b)* y a® + b no son iguales. Por ejemplo, si evaluamos ambas
expresiones en a = 1y b = 1, obtenemos en la primera expresién (1 + 1)*=4yenla
segunda, 1> + 17 = 2.

Evaluar identidades nos puede ayudar a hacer célculos de manera mas sencilla. Por ejemplo,
si evaluamos directamente (x + 4) (x — 4) en x = 20, debemos calcular 24 - 16, pero si usamos la
identidad (x + 4) (x - 4) = x* - 16, podemos calcular facilmente 24 - 16, ya que es igual a:

202 -16=20-20 - 16 =400 - 16 = 384.
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Si bien las manipulaciones algebraicas necesarias para obtener identidades estdn basadas
en propiedades generales conocidas, muchas veces pierden su significado y se perciben como
una receta que se sigue para obtener el resultado deseado. Visualizar las identidades mediante
diagramas y también evaluarlas nos ayuda a comprender su validez, entregando significado a los
argumentos algebraicos usados para obtenerlas.

Ejercicio

Considere la siguiente figura compuesta por un cuadrado de lado x y un rectdngulo de
lados 3y x.

a. Escriba una identidad que pueda ser visualizada a partir de este diagrama.

D. Varias personas propusieron las siguientes expresiones para el area de la figura compues-
ta anterior. En cada item, conjeture cémo se encontr6 el area y por qué se cometié un
error, en caso de que la expresion sea incorrecta.

X+3 x(x+3)
(x+3)? X+ 3x

C. Determine la expresion que representa el perimetro de la figura compuesta. Los itemes
siguientes representan expresiones propuestas para el perfmetro de la figura. Para cada
caso, conjeture cdmo se encontro el perimetro y por qué se cometié un error, en caso de
que la expresion sea incorrecta.

3(x+3) 4x+6
5x+6 2x+2(x+3)

Productos notables

Vamos a distinguir ciertas identidades que serdn muy ttiles en distintos contextos, y las
denominaremos productos notables.

a) Cuadrado del binomio: (a + b)* = a® + 2ab + b*

b) Cubo del binomio: (a + b)°® = a® + 3a®b + 3ab” + b°

¢) Suma por la diferencia: (a - b) (a + b) = a® - b*

Recordamos que si x es un nimero, entonces denotamos x* = xx, x* = xxx, x* = xaxx, y asf

sucesivamente. En la préxima seccién abordaremos en profundidad el tema de las potencias.

La palabra binomio, que aparece en los nombres de estas dos primeras identidades, se usa
para denominar una expresion algebraica que es la suma de otras dos mas simples, en este caso,
las expresiones a y b.
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Los productos notables también nos entregan factorizaciones, si leemos las identidades como:
a) a*+2ab+b* = (a+b)?
b) a®+3a’b + 3ab” + b° = (a + b)®
) a*>-b*>=(a-b)(a+b)
vemos que se pueden interpretar como factorizaciones.
Demostremos que se cumple la identidad a). Para esto, recordemos que:
(a+b)’=(a+b)(a+b).
Usamos la propiedad distributiva para hacer esta multiplicacién y obtenemos:

(a+b)(a+b)=a(a+b)+b(a+b)=aa+ab+ ba+ bb.

Luego, denotando aa = a®, bb = b y usando que, por la conmutatividad del producto, se tiene
ab = ba, obtenemos:

(a+b)’=a’+ab+ba+b>=a’+2ab+ b

Ejercicios

1. Explique por qué se cumple:
2. (6+8)%=6"+2-6-8+8>
h.(@a+3)’=a’*+2-3-a+3*
C. (a+b)’>=a’+2ab+b*

2. Demuestre los productos notables b) y ¢) explicando en cada paso qué propiedades de las
operaciones se utilizan. Explique la demostracién evaluando la expresién, como en el ejerci-
cio anterior.

A partir de estas igualdades, es posible obtener otras. Por ejemplo, usando @) podemos obtener

d) (a-b)*=a®-2ab+ b,
Para probar la propiedad d), se puede usar una técnica de demostracion que consiste en
utilizar una propiedad ya conocida. Por ejemplo, observamos que de la propiedad a) obtenemos:

(a+(-b))’=a®+2a(-b) + (-b)*>=a’ - 2ab + b,
ya que 2a (-b) = -2ab, y (-b)* = b>. Como (a + (-b))? = (a - b)*, se cumple la igualdad deseada.

La técnica de demostracién utilizada se conoce coloquialmente como el “Principio de la
tetera’ y proviene del siguiente cuento:

Se le plantea el siguiente problema a un matemadtico y a un fisico: ‘Ante usted, hay una tetera
vaciay una cocina a gas apagada, ;qué haria para hervir agua?”. El matemadtico contesta: "Hay que
echar agua en la tetera, prender el gas y poner la tetera sobre el fuego”. “;Y si ahora la tetera tiene
agua y el fuego estd encendido?”: el fisico dice: "Muy ficil, solo hay que poner la tetera a calentar’. ;De
ninguna manera!’, exclama el matemdtico. “Hay que apagar la cocina, vaciar la tetera, y asi llegamos
al primer problema... que ya sabemos resolver’.
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Ejemplos
Determinemos los siguientes productos

1) (x+4)*
2) (x+y) (& +*) (x~)
3) (3-9x%) (1-3x%)
Usaremos los productos notables que hemos visto.
1) Usamos la férmula del binomio al cuadrado: (x + 4)*=x* + 2 - x- 4+ 4> = x> + 8x + 16.
2) Primero, usamos la propiedad conmutativa para obtener que:
(c+y) (*+y°) (x=-p) = (x+)) (x-3) (@ + 7).

Ahora, por la férmula de suma por diferencia, sabemos que (x + y) (x - y) = x* - .
Aplicando esta férmula de nuevo, llegamos a que:

() 24 7) = (- (PP =
Asi, concluimos que:
(c+y) (4 p°) (x-p) = [+ x-PEE +7) = (- ) + ) =x" -
3) Notemos que (3 - 9x*) = 3 (1 - 3x®), por lo tanto:
(3-9x")(1-3x*)=3(1-3x") (1-3x*)=3(1-3x">°
Y usando la férmula del binomio nos queda:

3(1-3x")?=3[17-2-1-3+(3x")%] =3 (1 - 6x* + 9x*) =3 - 18x* + 27x".

La férmula del cuadrado del binomio: (@ + b)* = a® + 2ab + b” puede ser visualizada para
ndimeros positivos, como se muestra en la Figura 1.8. Vemos que el drea del cuadrado completo
es (a + b)?y se descompone en el 4rea de cuatro rectangulos (recordemos que todo cuadrado es,
en particular, un rectdngulo) de areas a®, ab, aby b*. Ast:

(a+b)y’>=a’+2ab+ b

b ab b’

a a’ ab
a b
Figura 1.8
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La férmula de la suma por diferencia, a* - b* = (a - b) (a + b), también puede ser ilustrada
cuando a, b, a - b son positivos. El siguiente diagrama, de la Figura 1.9, permite visualizar esta
identidad. Se deja al lector que explique cdmo usar este dibujo para ilustrarla.

a’-b*=(a-b)(a+Db).

a+b

Figura 19

En particular, en la Figura 1.10 se ilustra la igualdad: 5° - 2> = (5 - 2) (5 + 2)

Figura 110

1. Determine los siguientes productos:
a (x+2y) (0 - 2+ 4°) (° - 8°) h. (3-9x%) (1-3x%)
2. Utilizando los siguientes dibujos, explique cdmo se puede visualizar el cubo del binomio.

(a+b)*=a®+3a’b+3ab®+ b°.

14 i

3. Demuestre la férmula a® - b° = (a - b)(a® + ab + b*). Usando los siguientes dibujos, explique
como podemos visualizarla.

o
=) <

a

a’®-b° = a’(a-b) + b*(a-b) + ab(a-b)
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Los productos notables nos pueden facilitar el calculo de operaciones aritméticas, que resul-

tan al evaluar una expresion algebraica. Por ejemplo, si para calcular 31 - 29 escribimos 31 = 30 + 1
y 29 = 30 - 1, usando suma por diferencia obtenemos que:

31-29=(30+1)(30-1)=30%>-17=900 - 1 = 899.

También podemos calcular facilmente 99° Para esto, usamos la férmula del cuadrado de

binomio observando primero que 99 = 100 — 1. Asi,

99% = (100 - 1)>=100* - 2- 100 + 1 = 10.000 — 200 + 1 = 9.800 + 1 = 9.801.

Ejemplo

Calculemos 1.001* usando productos notables. Para tal efecto, escribimos la expresién
como una diferencia de cuadrados. Entonces, restamos y sumamos 1 a la expresion
aritmética. Claramente, esta operacion no cambia su valor. Después usamos la facto-
rizacion mediante la diferencia de cuadrados. Vemos estas operaciones en la siguiente
cadena de igualdades:

1.001% = (1.001> - 1) + 1 = (1.001 - 1) (1.001 + 1) + 1 =
1.000 - 1.002 + 1 = 1.002.000 + 1 = 1.002.001.

Queda propuesto para el lector calcular 1.001? escribiendo 1.001% = (1.000 + 1)*y
usando el cuadrado de binomio.

Ejercicios

1.

Calcule mentalmente describiendo el procedimiento utilizado:

a.12-13 d. 19%
h.19-21 e. 9.999%
C. 65%-63%

Considere la siguiente tabla:

5.5=25 6-4=24
6-6=36 5.7=35
7-7=49 6-8=48
8-8=64 7-9=63

¢, Qué patrén observa? Demuestre la validez de su conjetura.

Factorice las siguientes expresiones:

axt-1 C(x=p)>?-(x+y)?

D x*+2x°+1

Pruebe que (n + 1)* - n® = 3n” + 3n + 1. Usando esta identidad, demuestre que si se restan

dos cubos de ntimeros naturales consecutivos y al resultado se le resta 1, obtenemos un
numero divisible por 6.
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En resumen

« DPara operar con expresiones algebraicas usamos las propiedades de las operaciones.

» Factorizar nos puede ayudar a simplificar expresiones y a demostrar propiedades
generales. Factorizar es una aplicacién de la propiedad distributiva.

» Unaidentidad es unaigualdad entre expresiones algebraicas. Evaluar y usar diagramas
nos puede ayudar a entender la validez de identidades.

» Los productos notables son identidades que nos pueden ayudar a multiplicar y
factorizar expresiones, y también a realizar célculos y demostrar propiedades.

Ejercicios de la seccion

1. Encuentre una férmula para el drea de un triangulo equildtero de lado a.

2. Juan tiene una coleccién de autitos y C cajas, en cada una de las cuales puede guardar 3
autitos. Juan ocupa todas sus cajas para guardar sus autitos, pero le quedan 5 sin guardar. Es-
criba una férmula, en términos del nimero de cajas, para el ntimero de autitos que tiene Juan.

3. Maria tiene un 24% mas lapices que Tomads, escriba una férmula para representar esta
situacion.

4. Escriba un problema de enunciado para cada una de las siguientes expresiones algebraicas:
a. 4c-0,5b b. %(b+35)+b o 4b'+1+5

5. Invente un truco en el que el resultado sea el doble del nimero pensado.

6. Escriba dos expresiones para el niimero total de cuadrados blancos en la siguiente figura:

/. Escriba dos expresiones para el niimero total de cuadrados blancos en la siguiente figura:
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8.

10.

Utilice lenguaje algebraico para expresar la informacion que se pide de cada figura.

a. Figura I:
- El volumen del cubo que se puede formar con esta red.
- El érea de la figura.
X 3 - El perimetro de la figura.
D. Figura 2:

T - El 4rea de la parte blanca de esta figura.
x  -Eldreade uno de los tridngulos sombreados de la figura.

l - La mitad del perimetro del cuadrado.

< X —_—

C. El drea de cada figura sombreada (todas las figuras que parecen cuadrados lo son).

X z
Y X

>

Considere dos secuencias numéricas, en la primera el término 7 estd dado por la expresion
2n + 3,y en la segunda el término 7 estd dado por 3n - 2, cuando 7 es un nimero natural
ynzl.

a. Enuna tabla escriba los primeros 10 términos de cada una de las secuencias.

D. Se sabe que el niimero 783 es un término de una de las dos secuencias. Determine de cudl
de las dos.

C. Elnumero 352 es un término de la segunda secuencia, calcule el término siguiente a 352.

El propésito de este ejercicio es encontrar una féormula para la suma de los £ primeros
numeros naturales. Se dice que Gauss, un matematico, resolvié este problema cuando era
muy joven usando el siguiente procedimiento que ilustramos, para & = 10:

1+2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 7+ 8+ 9+10
+10+ 9+ 8+ 7+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1
=11+11+11+11+11+11+11+11+11+11
=10 - 11

Es decir, si desplegamos dos veces la suma de los niimeros del 1 al 10 y sumamos los niime-
ros de a dos, tal como se muestra arriba, entonces obtenemos que la suma total es 10 - 11.
Ahora, como duplicamos los niimeros, debemos dividir el resultado obtenido entre 2 y asi
la suma buscadaes10-11:2=5-11 =55.

a. Determine la suma de los ntimeros del 1 al 12, del 1 al 13 y del 1 al 20.

D. Proponga una expresion para la suma de los niimeros del 1 al 7.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Expresiones algebraicas

Los numeros triangulares 1, 3, 6, 10, 15 se construyen de la siguiente forma:

WAV

a. Describa el patron que observa.

h. Continuando la secuencia segtin el patrén descrito, haga una tabla que muestre los 10
primeros niimeros triangulares.

C. Encuentre una férmula para el nimero triangular z. Para esto, le serd ttil el ejercicio an-
terior.

La secuencia 7,9, 11, 13, ... tiene su término z dado por 27 + 5.

a. Evalte los primeros 10 términos de esta secuencia.
D. $Cudl es la expresion para el término 7 + 17

C. Siuno calcula el segundo término menos el primero, se obtiene 9 — 7 = 2. Calcule la resta
entre el término 3 y el 2; el término 4 y el 3; el término 5y el 4.

(. Determine una expresion para la diferencia entre el término 7 + 1y el término 7 de la
secuencia.

Explique cémo calcular, sin usar calculadora, la expresién numeérica:

3327 19 _ 7
=2 23

81 11 5 4

42

Explique por qué el siguiente procedimiento usado para calcular es incorrecto

3648 40

42 7

Explique cémo podria calcular 5.674.567.893” con lépiz, papel y una calculadora que solo
muestra 11 digitos.

Calcule mentalmente:

a. 1.002% - 2.004”
h. 11° - 117
c. 999°
d. 1+11%+ 1017
25% -125

29° -1

e.

Evaltie las siguientes expresiones:
x* v xy vyt
X'y +xy
D —x+x*+x*-x* enx=101

a. ,enx=11,y=3
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18. Demuestre la identidad:
a®-a=a(a-1)(a+1).

Proponga un diagrama para ilustrar esta identidad. Le puede ser ttil usar el siguiente dibujo,
que permite visualizar la igualdad 4° - 4=3-4 -5,

19. ;Qué identidades se pueden deducir de los siguientes diagramas?

a
a.
X
a a b b b b b
b.
a a’ a’ ablab|ab|ab|ab
a+3b
ab ab b’ b2 b*| %) b
ab ab b2 b* | b*| b | b?
ab ab b2 b2 | b*| b2 | b?
- 2a +5b >
| y |
c T
T
X a
il
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2. Potencias

En esta seccion estudiaremos un tipo especial de expresiones algebraicas y numéricas deno-
minadas potencias. Hemos usamos algunas potencias en la seccién anterior, como el cuadrado
de un nimero x* = x - x, y el cubo de un nimero x°* = x - x - x. Tal como ilustran estos ejemplos, las
potencias son muy ttiles como notacion abreviada de multiplicaciones repetidas.

Las potencias aparecen en diversos contextos, por ejemplo, en la notacién posicional. El
numero 503 se expresa usando potencias de 10, como:

503=5-10*+0-10" + 3 - 10°,

donde hemos usado las convenciones (que discutiremos més adelante) 10' = 10 y 10° = 1. Tam-
bién las potencias se usan en la llamada “notacion cientifica’, la cual permite escribir de manera
concisa nimeros muy grandes o muy chicos con respecto a la unidad.

También aparecen las potencias en la descomposicién en factores primos', en que cada nu-
mero se escribe como una multiplicacién de factores que son potencias de nimeros primos. Dicha
descomposicién se puede usar para calcular el maximo comun divisor y minimo comun multiplo
entre dos numeros.

Aqui estudiaremos las propiedades de las potencias de manera general y diversos usos. Tam-
bién abordaremos el estudio de las raices y su conexién con las potencias.

2.1 Definicion de potencia

Como vimos anteriormente, si a es un nimero cualquiera se define

Esto lo podemos generalizar a cualquier nimero de factores, de tal manera que si multipli-
camos a por si mismo 7 veces, escribiremos

Por ejemplo, 2°=2.2.2.2.2=32.

La potencia a”selee “aalan” o también “a elevado a la n-ésima potencia” o algo intermedio
como “a elevado a r”. En particular, a® y a® se leen “a al cuadrado’ y “a al cubo’, respectivamente,
a*selee “aala cuarta’y a’ se lee “a ala quinta’.

Las distintas partes de una potencia también reciben nombres, como vemos a continuacion:

base — a" «—exponente
>

Es decir, si escribimos 5% diremos que la base es 5y que el exponente es 3.

Para pensar

;Por qué a® se lee “a al cuadrado” y a® se lee “a al cubo™?

1 Ver Capitulo V del libro Nimeros de esta coleccion.
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Las potencias no siempre se escribieron como lo hacemos actualmente. El primer intento
sistematico de anotar potencias corresponde a Rafael Bombelli en 1572. Para indicar que la in-
cdgnita estaba elevada al cuadrado, él dibujaba una semicircunferencia con la potencia corres-
pondiente sobre el coeficiente. Por ejemplo, lo que actualmente escribimos como 5x* Bombelli
lo representaba como

2

~

5.

Por razones de espacio, en la edicién impresa de sus manuscritos, escribia

2

~—.

Esta notacién fue modificada levemente por Stevinus en 1586, quien sustituyé la semicir-
cunferencia por una circunferencia completa. En 1592, Vieta escribe A4, A cuad, A cub para repre-
sentar 4, A%, A% Harriot en 1631 escribe 4, A4, AAA. En 1634, P. Herigonous escribe A4, A2, A3 para
representar lo que actualmente denotamos como A4, A A°. La notacién actual es introducida por
Descartes en 1637, aunque solo para potencias naturales. En 1659, Wallis utiliza indices negativos
y fraccionarios tales como A y A* y finalmente es Newton quien, en 1676, utiliza la notacién A*
con x un numero sin restricciones.

Lo anterior es un ejemplo de cémo la escritura usada en matemadtica evoluciona hasta en-
contrar una forma clara y practica. Desde Descartes, la notaciéon de potencias se ha mantenido
intacta. Si esto no es argumento suficiente y el lector atin duda de las bondades de la notacién
actual, un buen ejercicio es tratar de escribir alguna de las propiedades de potencias que se pre-
sentan en secciones posteriores usando alguna de las notaciones antiguas.

Ejemplos
1) Escribamos los siguientes productos en forma de potencias:
2.2:2.2.2.2.2.2=27
b. (0,3)-(0,3)-(0,3)-(0,3) = (0,3)*
O () (~4) - (-4) - (4) - (-4) = (-4
6
333333 3
2) Escribamos las siguientes potencias en forma de productos:
4.4°=4.4.4-4.4.4=4.09
4 4 4 444 64
b (11 =1i.qL.qr 2 2 2 D%
(13) =14-15-14 333 333 27
C. (=0,15)*= (=0,15) - (<0,15) - (~0,15) = —0,003375
d (-2)*=(-2)-(-2)-(-2)- (-2)= 16

Observamos, en los dos tltimos items del ejemplo anterior, que al calcular potencias donde
la base es negativa, el signo del resultado dependerd del exponente. Para analizar como afecta el
exponente al signo del resultado, calculemos (-1)” para diversos valores de 7. Por ejemplo, para
n =3 tenemos:
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(-1)’=(-1)-(=D-(-1)=(-1)-1=-1

Si n =4, entonces:

(-1)"=(=1)-(=1)-(=D)-(-1 =1

Ejercicio

Calcule (-1)" paran =5,6,7, 8,9, 10. ;Qué patrén observa?

Probaremos que, en general, (-1)" = 1 si nes pary (-1)" = -1, si n es impar. Para demostrar
esto, observamos que si 7 es par, podemos escribirlo como el doble de un niimero natural £, es
decir, n = 2k. En este caso, siguiendo el procedimiento anterior, ya que tenemos un nimero par
de factores, vemos que:

(-1)"=(-1)* = (-1)-(-1)-...-(-1)-(-1) =1-1-...-1=1,

Sin es impar, es decir, si 7z es de la forma 7 = 2k + 1, tenemos que:
(-1)" =(-1)*" =(—1)-(—1)-...-(—1):(-1)(—1)=1-1-...-1-(—1):—1,
1 1

—_—
k veces

ya que el numero de factores es impar.

Para obtener estos resultados, hemos usado repetidamente la regla de los signos: el producto
de dos numeros del mismo signo es positivo y el producto de dos niimeros de signos contrarios es
negativo. Si cambiamos -1 por otro nimero negativo, tendremos que calcular los productos que
evitamos en el ejemplo anterior al usar 1, pero el signo del resultado solo dependera de si el ex-
ponente es par o impar. Por ejemplo, agrupando de dos en dos los factores, para usar la regla de
los signos tendremos que:

(-2)° =(=2):(-2)-(-2):(-2)(-2) =32,

y en cambio:

(-8)"=(-3)-(-3)-(-3)-(-3) =81
9 9
Del mismo modo, podemos resolver los ejercicios que siguen.

Ejercicios

1. Justifique los célculos que siguen, en particular, el signo del resultado:

a. (-0,3)*=(-0,3) (-0,3) = 0,09 c. (=2) ~ __25 -3

0. ~(-5)% = -(-5%) = —(~125) = 125 (-4) 4> 16
2. Calcule:

2. (-3)* (-2)° h _(3)
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En resumen, podemos establecer la siguiente relacion entre la paridad del exponente, el signo
de la base y el signo de la potencia.

Teorema 1.3

Sea a un nimero real y # un ntimero natural. Si  es par, entonces a” > 0.
Si n es impar, entonces el signo de a” depende del signo de la base:

o Sia=>0,entoncesa”=0.
o Sia<0,entonces a”<0.
Demostracion

Sin es par, entonces n = 2k para algin & natural y podemos agrupar de dos en dos todos
los factores de a” como sigue:

2k
a"=a"=a-a-aa-..aa.
— ——
a2 a2 a2
-

k veces

Es claro que, sin importar el signo de a, gracias a la regla de los signos, a - a = a?, serd
siempre positivo y, por lo tanto, a” serd el producto de k factores positivos. Asi a” serd
siempre positivo, excepto que a = 0, caso en el que todos los factores son nulos y también
lo serd a”.

Si n es impar, entonces existe un natural & tal que n=2k+1. Entonces, al agrupar los fac-
tores de a” de dos en dos quedard uno sobrante:

n 2k+1
a =a =a-a-a-a-....a-a-a,
2 2 2
a a a
_

kveces

Tal como argumentamos antes, el factor que corresponde a k-veces a® multiplicado por
s mismo serd siempre positivo, independientemente del signo de a, por lo que el signo
de esta expresion serd igual al signo del dltimo factor, es decir, al signo de a.

Es importante tener mucho cuidado con el uso de paréntesis. Por ejemplo, -2* y (-2)* son
distintos. En efecto:

2°=-(2=-(2-2-2-2)=-16
(-2)*=(-2)(-2) (-2) (-2)=16

Pueden ocurrir errores exclusivamente por una desprolijidad en la escritura, suponiendo que hay
paréntesis donde no los hay. Otras posibles confusiones se originan en recuerdos poco precisos
de propiedades que se aplican descuidadamente, como por ejemplo:

“~2* = 16 porque una base negativa elevada a un exponente par es positiva’, suponiendo un
paréntesis inexistente que permitirfa considerar a (-2) como base, o

“~ (-2)* = 16 porque menos por menos da mds y + 2* = 16”, o que también se relaciona con
un descuido en la comprension del rol que juega el paréntesis en este caso.
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2.2 Propiedades de las potencias
Observemos que al multiplicar 5 por 5° obtenemos
5°.5°=(5-5-5)(5-5-5-5-5-.5)=5’

ya que hay 9 factores iguales a 5, es decir, 5 aparece 9 veces. Estas 9 veces resultan de sumar las 3
veces que aparece el factor 5 en 5°, mds las 6 veces que aparece el factor 5 en 5°. Esto lo podemos
generalizar en un teorema que se refiere a varias operaciones con potencias.

Teorema 1.4: Propiedades de las operaciones con potencias de igual base
Dados un ntimero a distinto de cero y dos niimeros naturales n y m, se tiene que:
1) ar.qm=qgn+m

2) (an)m —qn'm

n n
. a .
3) a_za”"”,smzmy —=——sin<m
am am am n
Demostracion

Probemos 1)

a"-a"=(aa..-a)(aa..a)=(aa..a),

nveces mveces n+mveces

Vemos que se trata de un producto de a multiplicada por si misma n + m veces, luego
a"-a™=a"*™ Demostremos la propiedad 2)
(a")"=(a-a-...a)-(a-a-...a)-...-(a-a-...-a) .

~

nveces nveces nveces

-

mveces

En este caso, se trata de un producto de @ multiplicada por si misma n - m veces, luego
(@)™ = a”* ™ Finalmente, probemos la propiedad 3)

nveces n—myveces myveces

a' a-a-a-...a ~ (a-a-a-...a)(q-a-...q)

m
a aa-...-a a-a-...-q
mveces m veces

Notamos que si 7 > m, hay mas factores a en el numerador que en el denominador, de
modo que si cancelamos uno a uno estos factores, quedaran

n
n-m en el numerador, por lo tanto #_ _ ;7. Queda como ejercicio demostrar el caso

m
n<m. a
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Ejercicios

1. ;Qué propiedades del Teorema 1.4 son validas para a = 07

2. Explique las propiedades 1), 2) y 3) del Teorema L4, para los casos:
d.a=5n=4,m=3.
D. a un ndmero cualquiera (distinto de 0 para la propiedad 3)), n =4y m = 3.

C. aun nimero cualquiera (distinto de 0 para la propiedad 3)), 7 y m como en el teorema.

La definicién de potencia como multiplicacién reiterada no nos permite definir a'. Sin em-
bargo, las propiedades del Teorema 1.4 obligan a establecer que a = a', pues es la tnica opcién
razonable. En efecto, si queremos que la propiedad 1) sea cierta para a', debemos tener que:

al . a2 = a3 =aaa= aa2.

Asf, la tinica posibilidad para a', es a' = a.

(Deﬁnicién L4 Para cualquier niimero g, se define a' = a. J

Tampoco a° tiene sentido como multiplicacion reiterada y necesitamos una definicién para
ella. La misma propiedad 1) del Teorema 1.4 podria servir para definir a® de la tinica manera
razonable. Si queremos que la propiedad 1) se cumpla en el caso del exponente nulo, entonces:

ar. a0= an+ 0— a”
y dividiendo por a” en ambos lados de la igualdad, obtenemos que a° = 1.

El razonamiento anterior requiere que a” = 0 (para asegurarnos de no dividir por cero), lo cual se
cumple solo cuando a # 0.

(Deﬁnicién L5 Para cualquier nimero a # 0, se define a° = 1. J

Otra forma de justificar esta definicion resulta de extender la regla de la divisién de potencias
al cason=m:

n n

a,,_,l:a_”:a-a~...-d=(¢-¢z~...-¢j=1
a' aa-..a (¢d-..d)

n

Por lo tanto, a® = ¢~ © = 1. También en este razonamiento hay que excluir el caso a = 0.
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Verificar que todas las propiedades del Teorema 1.4 son ciertas para paran =0, n = 1,
m=0om=1.

Para pensar

;Qué pasaria si en el razonamiento anterior no se considera que a = 0?7 ;Existe un
tinico valor posible para 0° de tal manera que se cumpla la propiedad a”-a™= a»* ™?

Estableceremos otras propiedades relacionadas con la multiplicacion de potencias, pero esta
vez las potencias que multiplicaremos tendrdn el mismo exponente y distinta base. Estas propie-
dades se deducen de la definicién de potencia y de propiedades de la multiplicacion, tales como
la conmutatividad y la asociatividad, como veremos en la demostracion.

Teorema 1.5: Propiedades del producto y Ia division de potencias con igual exponente

Dados dos niimeros a y b, donde b es distinto de cero y 7 es un natural z > 1, se tiene:
4) a"-b"=(ab)"

e _al
b b
Demostracion

Observemos que por definicién a”-b" =(a-a-...-a)-(b-b-...-b).

A nveces VLVECES ’
Usando la asociatividad y la conmutatividad de la multiplicacién, podemos reordenar
los factores, obteniendo:

a"-b" =(ab)-(ab)-...(ab)=(ab)"

nveces

Probemos ahora 2). Por definicién de potencia, tenemos que:

nveces
a' a-a-..-a
b" b-b-....b
—————

nveces

y usando ahora las propiedades de la multiplicacién de fracciones, obtenemos:

n n
a a-a-....a a a a a

v bb..b b b b b

nveces

Capitulo I: Expresiones algebraicas 53



54

Ejercicios

1.

2.

Paraa=3,b=4yn=2,evaliea” b"=(ab)"
Paraa=2,b=4yn=3, evaltie == 2

b" b
Verifique que se cumplen todas las propiedades establecidas por ambos teoremas bajo las

siguientes condiciones:

a. a"-b"=(ab)" cuandoa=0,b=0yn=0.

n n

4 _ % ,cuandoa#0,b=0yn=0.

. b—n
C. (@®)™=a" ™ cuando a = 0, n = 0y m es cualquier niimero natural.

n

(. —=a"", cuando a = 0, m = 0y n es cualquier niimero natural.

m

a

Las potencias de niimeros naturales crecen de manera muy rapida, a medida que aumenta-
mos el exponente. Para verificar esto, calcule 2”7y n? para distintos valores de n > 10.

Muchos errores se originan en el mal uso de las propiedades de las potencias, como se
muestra en los siguientes desarrollos:

a. (3-b)"=3-b"

13 | 913 | 913 _ o13+13+13 _ 39
C.37°+37°+37°=3 =3

Para cada uno de estos errores, proponga una explicacion de cual es la posible confusién de
quien los cometid. ;Como podria explicarle a una persona la razén de que los desarrollos
anteriores sean incorrectos?

En resumen

Las potencias nos ayudan a expresar de manera sintética productos iterados de un
nimero.

Las propiedades de las potencias de exponente natural son consecuencia de las
propiedades de la multiplicacién.

Se definen las potencias de exponente 0y 1 a partir de las propiedades de las potencias,
de tal manera que haya consistencia.
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2.3 Potencias con exponente negativo

Tal como lo hicimos para definir potencias con exponente 1 o con exponente 0, donde la
idea de multiplicacion reiterada no tenfa sentido, usaremos las propiedades de las potencias para
definir potencias de exponente negativo. Es decir, queremos que las propiedades del Teorema 1.4
valgan para todos los exponentes enteros, positivos, negativos y cero. Para que la propiedad 1) del
teorema sea valida para a = 0 en el caso del exponente -1, necesitamos que:

at-a=a'-a'=at'=a"=1

. . . 1
De aqui resulta claro que si a # 0, entonces debemos definir a™ = —.
a

Observemos que para que esto funcione, a debe ser distinto de cero, ya que 0 no tiene inverso
multiplicativo.

Para obtener una definicién razonable de @, podemos usar nuevamente la propiedad 1) del
Teorema 1.4, es decir, queremos que:

al al=gtV+eD_ g2

1
como ya hemos definido que a ! =—, siempre que a # 0, tendremos que
a
11 1
a? :

9"

aa a
Otra alternativa habrfa sido razonar como lo hicimos para obtener a™, es decir,

a—2 . a2 — a—2+2 — aO — 1,

1
de donde obtenemos que a™* = —.

a
Ejercicio

1
Deducir que a”™ = e}

Estos casos motivan la definicién general de potencia con exponente entero.

~
Definicién 1.6 Si a es un numero distinto de cero y z es un niimero entero positivo,
entonces:
L1l
aa __a
————
n veces

J

Por la forma en que llegamos a la definicién de potencia con exponente entero, resulta na-
tural esperar que en este caso también valgan las propiedades de las potencias con exponente
natural y obtenemos una extension de los teoremas que vimos.
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Teorema I.6

Sea a un numero distinto de cero, 7 y m enteros, entonces:

4) am-am=amtm

5) (an)m:an-m

Demostracion

Si n'y m son enteros positivos, entonces la propiedad 1) estd garantizada por el teore-

ma anterior. Si m es un entero negativo, entonces a” =, notando que -m es po-
n

sitivo y aplicando el teorema mencionado, se tendrd que a"a” =——=a

a
Del mismo modo, se puede demostrar el caso en que 7 es un entero negativo y m es un

entero positivo. Si tanto 7 como m son enteros negativos, usando el teorema y la defini-
cién anteriores se tendra:

n—(—m) - an+m

1 1 1 1 1
n_m_ . _ _ _ _
aa = s (-n)H-m) — a—(n+m) =a

a a a -a a

n+m

Sim=0,entoncesa™=1ya"-am=a"-1=a"- a°=a"*°=a"* ™ independientemente del
signo de 7 o de si n es nulo. La demostracién de las partes 2) y 3) queda como ejercicio
para el lector.

Observaciones:

o En la demostracion anterior, reiteradamente se deben revisar casos dependiendo del signo

del exponente, donde este se representa por una letra. Se debe tomar en cuenta que en

a™el exponente —m puede ser positivo o negativo. Por ejemplo, si m = -2, se tiene que
- 2

am=a.

« Eluso del exponente negativo puede producir confusion. En trabajos escolares es comun

encontrar afirmaciones como: 2°* = ~16. Es necesario considerar la posibilidad de este
error cuando se planifique la ensefianza de potencias con exponentes negativos.
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Una manera de ilustrar la definicién de potencias de exponente negativo o cero proviene de
la siguiente regularidad:

3%=27

J dividimos entre 3
32=9

J dividimos entre 3
3'=3

J dividimos entre 3
3°=1

J dividimos entre 3

3121
3

J dividimos entre 3
1 1

[ R
9 3’

Esta regularidad no remplaza el razonamiento deductivo que hicimos antes, pero es interesante
como complemento. Puede servir también en la tarea de ensefianza, para recordar que 3 es igual
a3'y para enfrentar el error comtin que ya mencionamos: la creencia de que al elevar un nimero
positivo a uno negativo el resultado es negativo.

Tal como advertimos antes, el teorema que establece las propiedades de potencias con dis-
tinta base y exponente natural tiene también una versién mds general, para exponentes enteros.

Teorema l.7

Dados dos nimeros a y b, donde b es distinto de cero, y un entero 7 se tiene:
1) anbn=(ab)"

n n

a

5 “
TR

La demostracion se deja como ejercicio para el lector. Recuerde considerar todos los casos
posibles para el exponente 7, en cada una de las propiedades.

A continuacién mostramos varios ejemplos donde se aplican propiedades estudiadas ante-
riormente, algunas veces con el fin de calcular y otras veces con el propdsito de mostrar expre-
siones mas sencillas o simplemente alternativas. En lo que sigue: a, b, x, y, z son numeros reales
con a, b, x no nulos.
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Ejemplo

Ejercicios

1) 23 . 2'4 . 2'1 — 23-4'1 — 2'2

2) (-2)*-(-3)*-(-4)*=2%-3>-4>=16-9-16 = 2.304

3 .2 4 3-2+4 5
xxext XY X
3) 3 = ==X =X =X
XX X X

4) x6y12 ZG :x6 (y2)6 6 — (xyZZ)G

5) —é = — =(-5)=-125

a
6 -2 .2 __
) b a

Es interesante notar aqui que, a pesar de que el exponente resultante es par, el signo
menos no desaparecio. Esto se debe a que el exponente 8 se obtuvo como la suma de

. . a
los exponentes de la potencias de igual base —, y que esta suma de exponentes no se

- -a b
pudo hacer antes, cuando las bases eran distintas: — y —.
a

79" =9 =2°=32
En el tltimo ejemplo vemos que no es lo mismo 2% que ((2°)*)° = 1. En la notacién
del ejercicio 7), el exponente es en sf una potencia y se resuelve primero el exponente

de “arriba hacia abajo’.

1. Calcule como en los ejemplos anteriores:
a (-2 (2" (-2)"
b ((*)™)*

2. Calcule el signo de (-2), (-2)? y (-2)°. ;Puede enunciar una regla acerca del signo del
resultado y la paridad del exponente? Justifique su afirmacion.

3. Calcule 25, 28,210, A partir de estos, calcule mentalmente:

4. 210+ 64
b. 64-2°

C. 1.024 = 64

d. (64-256) = 210
e. 512+ 16
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2.4 Notacion cientifica y sus aplicaciones
Si hacemos la siguiente multiplicacién con una calculadora
123.456.789,123 x 987.654.312,456
la respuesta que entregara es:
1,21932631290413 e + 17.

Esto significa 1,21932631290413 - 10"” escrito en notacion cientifica. Esta notacion es una
convencion que nos ayuda a visualizar la magnitud de nimeros grandes y pequefios, y también
nos facilita los célculos y comparaciones.

El matematico y filésofo griego Arquimedes (287 a. C. — 212 a. C.) fue el primero en intentar
representar niimeros extremadamente grandes con respecto a la unidad. El estimé que el ntimero
de granos de arena en el universo era de 10°° (que es un ntimero igual a un 1 seguido de 63 ceros).

Otro nimero extremadamente grande es la distancia de la tierra al sol, que aproximadamente
es de 150.000.000.000 metros. Un niimero extremadamente pequefio es el didmetro de un atomo,
que es, aproximadamente, 0,00000000010586 metros.

Para pensar

Los numeros grandes o pequefios ponen a prueba nuestro sentido numérico. Dibuja
una recta numeérica en tu cuaderno y marca en un extremo el 0 y en el otro 1.000.000.
;Dénde se ubicaria el 1.000?

En notacidn cientifica, un nimero real N se escribe en la forma:
N=a-10"

donde a es un numero decimal que tiene exactamente un digito distinto de cero a la izquierda
de la coma decimal, llamado coeficiente, y 7 es un nimero entero llamado exponente u orden de
magnitud.

En los textos escolares, cuando se escribe un nimero en notacidn cientifica, usualmente se
usa el signo x en lugar del signo -, asf se denota N=a x 10™

Podemos escribir los nimeros de los ejemplos anteriores en notacion cientifica como:
1,5-10" y 1,0586 - 10°*°, respectivamente. Los niimeros 15 - 10'% 0,10586 - 10°°; 32,84567 - 10" y
0,25739 - 10® no estén escritos en notacion cientffica.
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Ejemplo

1) Veamos c6mo escribir niimeros en notacion cientifica.

4. 34.000.000 = 34.000.000,0 = 3,4 - 10”. Notamos que la coma se desplaza siete
espacios hacia la izquierda del nimero y este nimero es el exponente.

b. 0,000068 = 6,8 - 10°°. Observamos que la coma se desplaza cinco espacios hacia
la derecha del niimero y, en este caso, el exponente es —5.

C. 523,4-10° = (5,234 - 10%) -10% = 5,234 - 10"°
d. 0,0000125 - 10°° = (1,25 - 107°) -10°° = 1,25 - 10*°

2) En el vacio, la luz recorre 1 metro en aproximadamente 0,000000003 segundos.
Calculemos en cuanto tiempo la luz recorre la distancia de la tierra al sol.

Como dijimos anteriormente, la distancia de la tierra al sol es de aproximadamente
1,5 10" metros. Por lo tanto, el tiempo que tarda la luz en recorrer el camino de la
tierra al sol es (1,5- 10'") - (3 - 10°) segundos, es decir, 4,5 - 10 segundos. Sabemos
que un minuto tiene 60 segundos y, por lo tanto, la luz tarda en recorrer de la tierra
al sol aproximadamente:

4,5:10° 4,5 _
: 10=0,75-10=(7,5-10"")-10=7,5 minutos.

4,5-10* + 60 =

Ejercicios

1.

Calcule:

2. 567.000.000.000 + 0,000000032
b. 0,00056 ¢

¢. 0,0000000678 - 0,000078

d. 2,89056 - 107 - (0,00045)*

Calcule, escribiendo el resultado en notacidn cientifica:

a.2,43-10%- 4,18 - 107
12
, 1310
5,2-10°
C. 2,4-10° + 3,654 - 102

Describa cdmo multiplicar, dividir y calcular potencias de ntimeros escritos con notacion
cientifica. La notacion cientifica ;simplifica la realizacion de sumas y restas?

Escriba en notacidn cientifica:

a. 1 milldn.
. 100.000 millones.
. 1billon.

d. 1 milésimo.
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Las siguientes tablas nos muestran ejemplos de niimeros grandes y pequefios provenientes
de distintos contextos:

Numero de moléculas en un gramo de agua =3.10%

Radio de la Tierra =6-10°m
Distancia a la Luna =4.108m
Distancia al Sol 1,5.-10''m

Masa de la Tierra =6-10%*kg

Edad de la Tierra =5.10° aflos
Edad del Universo =1,5-10%° aflos
Cantidad de personas en la Tierra (dato 2010) =6,9-10°
Promedio de la vida de una persona = 2-10° segundos
Cantidad de cabellos de una persona =1,5-10°

Tabla1.3
Masa de una molécula de agua =3-1023g
Masa del protén =1,7-10%4g
Umbral de aplicacién de las leyes fisicas conocidas =1033m
Longitud de una onda luminosa (luz roja) =7-10"m
Tamaifio de un glébulo rojo =75-10°m
Tamarfio de una célula =10%m
Longitud de una doble cadena de ADN =24-10°m
Longitud de una bacteria =25-10°%m

Tabla1.4

Ejercicio
La velocidad del sonido en el aire es de 33.100 centimetros por segundo. Escriba esta velo-
cidad en notacidn cientifica y transférmela a kildémetros por hora.
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Algunos prefijos del Sistema Internacional de Unidades que se refieren a potencias de 10, sus
simbolos y sus significados se encuentran en la tabla siguiente:

Prefijo Simbolo Significado
Peta P 105 = 1.000.000.000.000.000
Tera T 102 = 1.000.000.000.000
Giga G 10° = 1.000.000.000
Mega M 10° = 1.000.000
Kilo k 10° = 1.000
Hecto h 10* =100
Deca da 10t =10
100=1
Deci d 101 =0,1
Centi c 102=0,01
Mili m 103 =0,001
Micro Yz 10-¢ = 0,000 001
Nano n 109 =0,000 000 001
Pico P 1012 = (0,000 000 000 001
Femto f 10-1% = 0,000 000 000 000 001
Atto a 10-18 = 0,000 000 000 000 000 001

Tabla L5
Ejemplo
Indicaremos el niimero de metros de las siguientes unidades de medida: cm, mm,
km y Gm.

Usando la tabla anterior:

_ 1 1
1 cm = 1 centimetro =10 m=—-m=—m=0,0lm
10 100

_ 1 1
1 mm = 1 milfmetro =10~ m= —m=—-m=0,00lm
10 1.000

1km = 1 kilémetro = 10° m = 1.000 m
1 Gm = 1 gigdmetro = 10° m = 1.000.000.000 m

Ejercicio

Las unidades de memoria de un computador no se expresan en notacion cientifica. 1 KB
(kilobyte) es 210 bytes, 1 MB (megabyte) es 210 KB, 1 GB (gigabyte) es 210 MB y 1 TB (te-
rabyte) es 210 GB.

a. Indique cudntos bytes tiene un CD de 700 MB, un pendrive de 8 GB y un disco externo de
1TB.

h. El prefijo kilo estd asociado a 10%. ; Por qué cree que se usa este prefijo en este contexto?
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Una forma muy empleada para comparar las magnitudes de dos objetos muy diferentes es
considerar su cociente, en lugar de su diferencia. Dicho cociente puede ser estimado mediante
su orden de magnitud, que es el nimero de veces que hay que multiplicar o dividir por 10 para
convertir una magnitud en la otra. Cada factor de 10 es considerado un orden de magnitud. Si
tenemos las magnitudes expresadas en notacion cientifica, podemos compararlas solo fijandonos
en las potencias de 10, lo que es una ventaja de esta notacion.

Para pensar

¢Por qué para comparar el orden de magnitud de dos ntiimeros expresados en notacién
cientifica solo debemos restar los exponentes de las potencias de 10?7

Por ejemplo, el radio del Universo observable es de aproximadamente 10°° metros y el radio
de nuestro Sistema Solar es aproximadamente de 10'* metros, por lo tanto, vemos que el cociente
del radio del Universo observable y el radio de nuestro Sistema Solar es 10%°~** = 10'*. Es decir,
el radio del Universo observable es 10'* veces més grande que el radio de nuestro Sistema Solar.
En este caso, decimos que el radio del Universo observable es catorce drdenes de magnitud mas
grande que el radio de nuestro Sistema Solar.

Ejemplo
El concepto de orden de magnitud nos permite entender mejor la escala Richter, que
fue creada por el cientifico Charles Richter (1900-1885) en 1935, para comparar las
magnitudes de los terremotos en términos de la energfa liberada. La escala Ritcher
mide el orden de magnitud de las diferencias entre los terremotos. Por ejemplo, un
terremoto de escala 4,5 con respecto a otro terremoto de escala 2,5 tiene un orden de
magnitud de 4,5 - 2,5 = 2. Es decir, el primer terremoto es 10* = 100 veces mds fuerte
que el segundo.
Magnitud Lugar Afio
9,5 Valdivia, Chile 1960
9,2 Prince William Sound, Alaska, Estados Unidos 1964
9,1 Sumatra, Indonesia 2004
9,0 Kamchatka, Rusia 1952
9,0 Prefectura de Miyagi, Japén 2011
8.8 Cobquecura, Chile 2010
8,8 Esmeraldas, Ecuador 1906
8,7 Islas Andreanof, Alaska, Estados Unidos 1965
8,6 Islas Nias, Sumatra, Indonesia 2005
8,6 Tibet, China 1950
Tabla 1.6

Comparar 6rdenes de magnitud puede ser algo muy importante a la hora de modelar, pues
permite discutir cudn razonable puede ser un resultado y cuestionar el modelo, en caso de que se
obtengas resultados insensatos. Cuando nos proponemos modelar mateméticamente, lo que bus-
camos es describir una situacién mediante el uso de la matematica, por ejemplo, usando una ex-
presion. Un interesante ejemplo se encuentra en el siguiente modelo de crecimiento de bacterias,
que se reproducen dividiéndose en dos.
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Ejemplo

Experimentos muestran que una poblacion de bacterias del tipo Escherichia coli se
duplica cada 20 minutos. Es decir, en 1 hora, una poblacién inicial de N, bacterias
se habrd duplicado 3 veces. Asi, si NV, es la poblacién de bacterias al cabo de 1 hora,
entonces N, = 2° N,. Por lo tanto, si ha ocurrido un contagio con una poblacion de Ny
bacterias, al cabo de un dia, es decir, después de 24 horas, tendremos que la poblacién
se ha duplicado 24 - 3 = 72 veces y la poblacion serd de

N24 = 272 . No.

El niimero 27% parece ser muy grande. En efecto,
272=2%70-922.2"°-4.(2'%7=4.(1.024)" > 4- (1.000)" = 4 - (10°)” = 4 - 10*".

Por otro lado, las bacterias son muy chicas. Supongamos que el contagio ha ocurrido
con una poblacion inicial de mil bacterias, es decir, N,=1.000. Estas bacterias tienen
una forma cilindrica, de radio aproximado de 0,4 pm y largo 2 pm, asf el volumen de
1 bacteria se puede aproximar por:

n-(04)* 2pm =1 pm®=10° mm - 10° mm - 10° mm = 10 mm?,
y como 1 mm = 0,001 m = 10 m, el volumen de 1 bacteria serd aproximadamente de
10°-10°-10%-10° m®=10"* m®.
Asi, al cabo de un dia, el volumen que ocupara la poblacién de bacterias, que deno-
tamos Vaq, serd:

1/24 — 272 . No . 10-18 m3’

y, como vimos, 2°% > 4 - 10>, por lo tanto, Vo, > 4-10** - 10™® - Ny =4 - 10° - N,. Como
dijimos que la poblaci6n inicial del contagio es N, = 1.000 = 10° bacterias, tendremos
que al cabo de un dia la poblacién de bacterias ocupard un volumen aproximado de:

Vas > 10° m?®,

es decir, ocupard un volumen mayor al de un cubo de 10 = 100 metros de lado, lo que
es completamente insensato. Este modelo, en el cual las bacterias se duplican, solo
es valido para cierto rango del tamarfio de la poblacidn, ya que a partir de un umbral
las bacterias saturardn el medio en que se alojan, el cual dejara de proveerles las
condiciones para su desarrollo. Por el andlisis que hemos visto aqui, concluimos que
la bacteria Escherichia coli no puede duplicarse segiin el modelo durante un periodo
de 24 horas.

Para pensar

+Qué efectos cree que hay que considerar en un modelo de crecimiento de bacterias?
+Como piensa que se podrian incorporar estos efectos en un modelo matematico?
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En resumen

» Las potencias nos permiten expresar nimeros grandes y pequefios de manera concisa.
» La notacion cientifica es una convencion para expresar niumeros, haciendo explicito
su orden de magnitud.

Ejercicios

1. Suponga que multiplica un nimero de 5 digitos por otro de 9 digitos. ;Cudntos digitos
tendra el resultado? ;Cudles serdn los exponentes de cada uno de estos tres numeros en
notacion cientifica?

2. Enuna calculadora cuya pantalla no puede mostrar mas que 12 digitos de un ntimero, se
hace el siguiente calculo: 666.666 - 7.777.777 y como resultado aparece 5,1851795E12 ;Por
qué no es cierto que 666.666 - 7.777.777 = 5.185.179.500.000? Utilice la notacién cientifica
en una estrategia que le permita calcular el resultado correcto de esta multiplicacion, apro-
vechando lo que entregd la calculadora. No haga el calculo completo; use la informacién de
la calculadora.

3. Unlaboratorio tiene 1 gramo de una sustancia radioactiva que tiene una vida media de 100
afios. O sea, en 100 afios se reduce a la mitad y en 200 afios a la mitad de la mitad, es decir,
queda la cuarta parte. ;Cuantos cientos de afios deben pasar para quede menos de una
cien millonésima parte de gramo de esa sustancia?

4. Cuando se deposita dinero en un banco, el interés corresponde al porcentaje del monto
ahorrado que el banco pagara. El interés se calcula por periodos fijos, por ejemplo, una vez
al afio, por cuatrimestre o mensualmente. Supongamos que el interés es pagado de manera
anual, entonces, si se deposita x, después de un afio el monto serd x (1 + r), donde res la
tasa de interés (porcentual). Si se mantiene el dinero por un segundo perfodo y la tasa de
interés es la misma, el interés se aplicard al nuevo x (1 + r), asi, al final del segundo, el mon-
to que se tendrd en el depdsito serd x (1 +r) (1 + ).

a. Suponga que el interés es un 5% anual y que se depositan $2.000.000. Describa una expre-
sién que nos permita calcular el monto de dinero en el depdsito después de 7 afios.

0. Elbanco A ofrece a sus ahorrantes una tasa de interés de 5% anual, mientras que el banco
B ofrece un 2,5% cada 6 meses. ;Qué banco conviene elegir?
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2.5 Raices

Las raices estan intimamente ligadas con las potencias. Por ejemplo, definimos la raiz cuadra-
da de 2 como el tinico nimero real positivo x que satisface x* = 2. A primera vista, no es evidente
la existencia de este niimero, pero usando una construccién geométrica vemos que corresponde a
la medida de la diagonal de un cuadrado de lado de largo 1. En efecto, por el Teorema de Pitdgoras
se tiene que en el tridngulo rectdngulo ABC de la Figura 1.11, AB* + BC* = AC? y si los lados del
cuadrado son de largo 1, es decir, si AB = BC = 1, entonces AC> = 2.

D C

V2

Figura 111

La ecuacién x* = 2 complicé por muchos afios a los antiguos griegos, pues, a pesar de que
corresponde a la medida de la diagonal de un cuadrado de lado de largo 1, no es un nimero
racional como todos los que ellos conocian, que eran razones entre dos magnitudes. La primera
demostracion de que la raiz de 2 no es un ntimero racional se atribuye al pitagérico Hipaso de
Metaponto. Tanto fue el revuelo que causé este resultado y su divulgacién que se tejieron historias
en torno a su muerte en un naufragio, en circunstancias misteriosas. Algunos dicen que se suicidé
como autocastigo y otros afirman que fue asesinado por un grupo de pitagéricos.

En este texto no nos ocuparemos de la existencia de las raices, supondremos que siempre
existen, y nos concentraremos en sus propiedades, relaciondndolas con las propiedades de las
potencias.

Definici6n 1.7 Sea a un nimero no negativo y z un natural mayor o igual que 2. La
raiz n-ésima de a es un nimero no negativo x solucién de x” = a.
El niimero x se denota por ¥/a. Es decir:

x=%a si x"=ay x20.

Cuando 7 = 2 se habla de la raiz cuadrada y cuando 7 = 3 se habla de la raiz ctibica. Cuando
no se escribe el indice 7 en la rafz, se supone que 7 = 2, es decir, h=+/a sib*=ayb=0.

Por ejemplo, 2 = J4 pues 2 es positivo y 2° = 4.

Un error, que se produce al olvidar que la raiz se define como un niimero no negativo, lleva a
que frecuentemente los alumnos escriban cosas como ~/9 = %3 para indicar que 9 = 32y también
9 = (-3)2 Si bien estas dos tltimas igualdades son ciertas, es falso que /9 =—3, ya que -3 es un
numero negativo y la raiz de un nimero positivo es, por definicién, un nimero positivo.

Utilizando las propiedades de las potencias y la definicién de raiz se pueden demostrar las
siguientes propiedades de las raices.
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Teorema 1.8

Si @ es un numero no negativo, b es nimero positivo y 7z y m son niimeros naturales
mayores o iguales a 2, se tiene que:

a. Yab=%a -4b
b ﬂ£=%

“No b
o =)

Va

o e =ma

Demostracion

a. Sillamamos x = 4/a, y= 4/b, tendremos que x"=a, y" = b,y con ello concluimos que:
ab = x"y" = (xy)".
De la definicion de raiz y de las propiedades de las potencias, se tendrd que
[ab = Xy = 2fa-2/b.

D. Se propone como ejercicio.

¢. Usando la propiedad anterior, se obtiene que ¥/a " = \/I = £ = i
a Ya ¥a

0. Sea x=%/a, es decir,xm = a,ysea y =¥/x =4/¥/a. Entonces y»= x,y por lo tanto
a:(yn)m :ynm’ eSdeCiI“,m(Z/Ezy:{’/%'

Para pensar

En la definicion que dimos solo consideramos las raices de numeros positivos.
Esta restriccién no es necesaria cuando en &/a, n es impar. Muestre que: Y-1=-1,
adaptando la definicién de raiz n-ésima de modo de considerar por separado el caso
en que 7 es impar y el caso en que 7 es par.

Ejercicios

1. Completar la demostracion anterior.

2. Simplificar las expresiones utilizando las propiedades de las raices:
@ R
b. /8 J2

3. Suponga que en una mudanza debe meter una barra de largo L en una caja ctibica. ;Cudl es
el menor tamarfio de la caja en el que cabrd la barra? Suponga ahora que también dispone
de cajas cuyo largo es igual al de la caja cuibica de menor tamafio donde cabe la barra, cuyo

ancho es la mitad del largo y cuya altura es el doble del largo. ;Cabra la barra en este tipo
de cajas?
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4. Explique por qué para calcular 4/10 con una calculadora basta con usar la tecla~/ dos

veces. ;Para qué otros valores de 7 podemos calcular £/10 solo usando la tecla~/ ?

5. ¢Cuadl(es) de las siguientes afirmaciones es siempre verdadera?

a. SiJa = b, entonces b” = a.
h. Sib® = a, entonces \a = b.

6. Encuentre soluciones para las siguientes ecuaciones:

a. 221n=12048 c. n*=81

h. 3/3n =56 d'iﬁz%
n

Para pensar

A veces se anota a® en lugar de v/a. Es decir, se entiende que a’ =+Ja. Aunque no lo
desarrollaremos en este libro, podemos también extender la definicién de potencia
al caso de exponentes racionales, esta vez, pidiendo que la regla de la potencia de la
potencia, es decir, (a”)™ = a”* ™, sea valida también para los exponentes racionales.
En otras palabras, para definir a’ pediremos que también se cumpla la propiedad
mencionada y que, por lo tanto:

Si denotamos x = a’ y pedimos x > 0, la ecuacién anterior quedarfa x* = @, y su solucién
serfa x =+/a.

1 1
Explique, usando este razonamiento, como debemos definir a*y a*.

Ejercicios

1. Desarrolle todas las demostraciones propuestas como ejercicio, justificando cada paso.

2. Determine el signo de las siguientes expresiones:

5 5 23 101° )
a. (-23)> h (D(=2) " C. (-1)" ", con n natural.

(53 _g )112"-1

3. Simplifique las expresiones:
32-49 ; 6’
48 $27-32

a.
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4. Justifique la propiedad a”- b” = (ab)”, cuando n es un nimero natural. Parta explicando la
validez de esta propiedad en los casos: 7* - 5%, 7* - a*, 77 - a”. Explique por qué es cierta la
propiedad general.

5. Encuentre nimeros naturales m y n, de manera que se cumplan las siguientes igualdades:

a.55...-5:2-2-...-2=125 C.55...-5:2:2-...-2=0,02
—_— —— \ \

D. 55...-5:-2:2-...-2=400 d.55-...-5:2:2-...-2=2,5x10""
—_— — )

6. Simplifique las siguientes potencias:

1
a. 5% 5.5 £, 4o =
2 5
3 -2
b, (=3)° D poadx X
5 y a4y—1
1
C. X_9 g X6y1826
X
-3 3
d £ 2 h. ()2
a

/. Simplifique las siguientes expresiones, donde 72 y 7 son nimeros naturales:

N 632 .5%7.18%.157 b (Xzy)s 2 -)9/22 N 55.195°"
3;1 . 602;1 x—5 . y2 . (.XJ/_S )14 52 i (5—1 )m
8. Exprese los siguientes nimeros usando notacion cientifica:
a. 2,7-10° + 3,44-10* - 0,9-10° d. (12.000.000)"®
b. (1,3-10%)-(3,51077) - (5.4 - 10%) e. 0,00000067 - (1,5-10°)"°

c. (2-10%*

9. Simplifique las siguientes expresiones indicando las propiedades usadas:

6 1,-8 ob J7tat
a. §/96 b, 4/2°167°-3 C. W

a. n*=81 h. n®=256 c.2/n=25

10. Encuentre soluciones para las siguientes ecuaciones
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3. Dificultades y errores asociados al trabajo con expresiones
algebraicas y potencias

En esta seccidn, abordaremos algunas dificultades y errores asociados al trabajo con expre-
siones algebraicas y potencias que vimos en el capitulo. Algunos de estos errores y dificultades
aparecen en educacion bésica, otros en educacion media y muchos persisten inclusive en la edu-
cacion universitaria.

Una de las primeras tareas que nifios y nifias desarrollan cuando comienzan a estudiar al-
gebra tiene relacion con traspasar informacién del lenguaje comun al lenguaje algebraico. Por
ejemplo, al describir la relacién ‘en un paseo el ntimero de nifios es tres veces el nimero de adul-
tos” de manera algebraica, es comun que surja la respuesta errénea: n - 3 = a, con n el ntimero de
nifios y a el de adultos. Una explicacion posible de este error es que se hace un traspaso literal del
lenguaje natural al algebraico sin pensar en el sentido de la frase.

Una concepcidn errénea que puede surgir al trabajar con variables es pensar en las letras
como objetos. Esta asociacion es muy natural, pues las expresiones algebraicas muchas veces
surgen de problemas donde las variables estan asociadas a nimeros de objetos y, para denotarlas,
se usan letras asociadas a los nombres de los objetos. Este error también se induce al usar expli-
caciones como la siguiente para la suma de expresiones: “2m + 4m es como sumar 2 manzanas
con 4 manzanas lo que da 6 manzanas’. Si bien el resultado es correcto, esta explicacion refuerza
la asociacién de la variable a un objeto. Esto provoca problemas al tratar de dar sentido a la suma
2m + 6p, siguiendo con misma l4gica, esta se podria interpretar como sumar “dos manzanas y seis
peras’, lo que carece de sentido. Es importante enfatizar que las letras de una expresion algebraica
siempre representan nimeros. Asi, en el primer ejemplo, 2m + 4m puede representar 2 veces el
numero de manzanas mas 4 veces el nimero de manzanas y, en el segundo ejemplo, la suma de 2
veces el nimero de manzanas con 6 veces el nimero de peras, que sf tiene sentido, pues estamos
sumando niimeros. Evaluar expresiones también es una manera de reforzar el hecho de que las
variables son numeros y de ayudar a dar sentido a las expresiones. Por ejemplo si tenemos 12
manzanas y 13 peras, entonces 2m + 6pes2-12+6- 13 = 102.

La asociacién incorrecta entre la variable y el objeto también se fomenta con algunas analo-
glas que muchas veces se usan para explicar procedimientos incorrectos. Por ejemplo, para tratar
de explicar por qué al sumar 3a + a + 2 no se obtiene 6a, se dice que esto es incorrecto pues ‘no
se pueden sumar peras con manzanas , dando a entender que a 4a no se le puede sumar 2 por
tratarse de objetos distintos. Esta explicacion es incorrecta, las variables son siempre ntimerosy,
por tanto, si se pueden sumar; lo que no se puede hacer es reducir la expresion.

Al sumar expresiones como 3a + b + a + 2b también surgen dificultades, pues la respuesta
4a + 3b no parece un resultado adecuado y tienta a seguir sumando, por lo que se puede entregar
7ab como resultado juntando ambas expresiones. Como discutimos anteriormente, la explicacion
de "no sumar peras con manzanas’ no es apropiada, y una forma de explicar que el resultado 7ab
para 3a + b + a + 2b es incorrecto es insistir en que a y b son niimeros cualesquiera que pueden
ser distintos y mostrar ejemplos de la expresion evaluada como:

3:6+9+6+2-9=4-6+3-9
3-75+13+75+2-13=4-75+3-13
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donde queda claro que todo se podra sumar pues solo se trata de niimeros, y que la suma es
4a + 3b, pero que como a y b podrian ser niimeros distintos no podremos escribir esta expresion
de forma mds compacta como un multiplo de 7. Vemos que evaluar nos ayuda a entender por qué
el resultado es 4a + 3b y que esto no es 7ab. También se puede evaluar para distintos valores de a
y b, como se muestra en la tabla, para mostrar que 3a + b + a + 2b no es 7ab.

a b 3a+b+a+2b 7ab
0 1 3 0
1 0 4 0
0 0 0 0
1 1 7 7
3 2 18 42
2 2 14 28
Tabla IL.3

Vemos que de todos los valores de a y de b que probamos, solo en dos casos, cuandoa=5b=0
ya = b =1, coinciden ambas evaluaciones. En todos los otros, las evaluaciones son distintas. Nos
habria bastado solo uno de estos casos para concluir que las expresiones 3a + b + a + 2by 7ab
son distintas.

La traduccién de una situacién desde el lenguaje cotidiano al lenguaje algebraico puede ser
compleja y esta dificultad no se origina en el algebra, sino en las imprecisiones de nuestro modo
de hablar. El uso de paréntesis permite que las expresiones algebraicas no tengan estas ambigiie-
dades. Como se advirtié antes, las expresiones 3x - 1y 3 (x — 1) corresponden, respectivamente,
a “el triple de un niimero, menos 1" y “el triple, de un niimero menos 1”. Pero en el lenguaje oral
dificilmente se percibird la coma de una manera inequivoca. Asi, esta dificultad no se relaciona
con errores de los nifios y nifias, sino que se trata de un problema del lenguaje que el profesor debe
considerar. Otras frases que producen esta misma dificultad de interpretacién son, por ejemplo,
‘el cuadrado de un niimero mds 3", “la mitad de un nimero menos 8”.

El significado de las letras en las expresiones algebraicas implica un cambio en las concep-
ciones previas de nifios y nifias de la matemadtica. En aritmética, con el estudio de los nimeros
y las operaciones basicas, cada simbolo tiene un significado establecido, por ejemplo, el 5 tiene
siempre el mismo significado. En cambio, en dlgebra aparecen variables, denotadas por letras, que
pueden adquirir distintos valores.

En el trabajo algebraico también aparecen muchas convenciones que provocan confusion,
por ejemplo, la letra x se puede confundir con el simbolo x usado para la multiplicacion. Mas atn,
las mismas convenciones usadas para evitar esta confusion pueden producir nuevas confusiones.
Por ejemplo:

Si 2a significa 2 por a, entonces 6 que es 2 por 3 se puede escribir como 23.
La distributividad del producto con respecto a la suma es una propiedad muy importante, ya
que aparece en multiples contextos en educacion bésica y media, por lo que se debe estar atento

alos errores que se cometen al aplicarla, pues pueden persistir durante muchos afios. Ejemplos
de errores en el uso de la distributividad son:

5(xy+8)=5x-5y+40
5(x+y)=5x+y
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Ejercicio
Para cada una de las identidades erréneas anteriores proponga explicaciones véalidas y con-
vincentes de su falsedad.

Un error muy arraigado, que se manifiesta en todos los niveles educacionales, incluso en la
universidad, se puede ejemplificar con dos errores comunes

(a+b)2=a2+b2y1/a+b=\/;+\/z.

En estos errores se manifiesta una tendencia a pensar que elevar al cuadrado o extraer raiz
(u otras operaciones de este tipo) “respetan” la suma y podemos intercambiar sus roles. Es decir,
nos gustarfa poder afirmar que ‘el cuadrado de la suma es la suma de los cuadrados” y “la raiz
de la suma es la suma de las raices” y nos cuesta renunciar a este armonioso equilibrio, que es
completamente falso. El futuro profesor debe saber que no basta con haber ensefiado muy bien
el cuadrado del binomio y las propiedades de las raices, ni que sus alumnos las hayan aprendido
y comprendido a cabalidad. Este error los seguird tentando y es mejor enfrentarlo con anticipa-
cién, advirtiendo de su falsedad y poder de seduccion. Tal es la fama de este error que en Estados
Unidos, a nivel universitario, le llaman “el suefio del novato’.

Otro error que también es muy persistente es suponer que —x es siempre un nimero negati-
vo, sin importar el valor de x. La manera en que nos referimos verbalmente a -x como “negativo
de X" 0 “menos x” puede causar confusién, dando a entender que estamos buscando un niimero
negativo o un niimero con signo menos. Este error se puede observar en actividades en que se
deben evaluar expresiones algebraicas como la siguiente Encuentra el valor de —x si x = -5 donde
muchos responderdn que —x = -5. Este error también puede surgir si se usan solo ntimeros positi-
vos al evaluar expresiones algebraicas, por lo que es importante ver ejemplos en que la evaluacién
se hace en niimeros negativos y positivos. La propiedad que - (-x) = x también puede provocar
confusion, se puede interpretar como “menos por menos da mas’, lo que puede llevar a pensar
que X es siempre positivo.

Con respecto a las potencias, notamos que la definicion habitual expresada oralmente puede
ser fuente de confusion. Por ejemplo, para explicar qué es 2%, muchas veces se sefiala que ‘es igual
a 2 multiplicado 4 veces por si mismo'. Esta definicidn puede resultar confusa, ya que mezcla la
palabra “veces” con la idea de “multiplicar un niimero por si mismo’. Asi, siguiendo esta “defini-
cién”, se podria concluir que 2* = 4 - 2 - 2. También en el trabajo con potencias se pueden producir,
al comienzo, errores mds rudimentarios, como por ejemplo 3* = 6, interpretando 3* como 3 - 2.

Con respecto a las raices, debemos mencionar que se olvida frecuentemente que la raiz cua-
drada de un ntimero es siempre positiva, por definiciéon. Muchas veces se confunde el resolver una
ecuacion con determinar la raiz de un niimero, por ejemplo, anotar V9 =13 basados en el hecho
de que tanto 3% = 9 como (-3)? = 9. Asf, se olvida que por definicién v/b es un niimero no negativo
(positivo o nulo), cuyo cuadrado es b. Por lo tanto, -3 no puede ser raiz de 9.

En expresiones numéricas que contienen potencias se pueden producir errores relacionados
con la prioridad en que se realizan los célculos. Por ejemplo:
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2x4°=8"=64
27° 9°
6 2
6°+6”=12°=144
5% +3°=8?
5%-3%=2°
Otros posibles errores relacionados con el estudio de las potencias tienen que ver con la
aplicacién de sus propiedades, como los que siguen:

52 +5%=5"
5*-5%=5"
3
10
Es raro olvidar que 2" = 2, pero, en cambio, reconocer que donde hay un 2 podemos poner
2" se olvida con mayor frecuencia. Esto puede provocar una dificultad al simplificar expresiones

como 2 - 2° - 27, También puede causar confusién el uso de exponentes que son, a su vez, poten-
2
cias, y asf confundir 5* con 5°.

Otra fuente de error son las frases generales que son ciertas, excepto en situaciones especia-
les, que se olvidan o no se recuerdan con la misma fuerza. Por ejemplo, si se repite la frase: “todo
numero elevado a cero es 17, y no se hace la salvedad de que esos posibles niimeros no incluyan
al cero, esta excepcién tiende a olvidarse y se puede llegar a pensar que 0°=1.

Ejercicios de la seccion

1. Enuna prueba aparece la siguiente pregunta:

Simplifica la siguiente expresion algebraica: 5 (x + 1) - 2x.

Proponga tres alternativas de respuesta a la pregunta, que pueden ser errores observables
en las respuestas de alumnos y, por tanto, funcionar como un buen distractor.

2. Unapersona dice que (-x)* es siempre un nimero negativo. ; Por qué podria estar haciendo
esta afirmacién?

3. Considere el siguiente desarrollo de un estudiante:

5-(2+x)=5-2+x
.Por qué podria estar cometiendo este error?
4. Qué distractores propondria para las siguientes preguntas:
a. Simplifique m
b. Calcule el valor de 2%

¢. Simplifique 8% + 7
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Capitulo

II Ecuaciones e inecuaciones

Introduccion

A nivel escolar, el trabajo més intenso con expresiones algebraicas mayorita-
riamente ocurre en la resolucién de ecuaciones. En este trabajo inciden muchos
aspectos, por ejemplo, trabajar con letras, plantear ecuaciones a partir de pro-
blemas e interpretar la solucion en términos del problema original. La tarea de
plantear una ecuacion para describir la situacion que se presenta en un proble-
ma, puede ser mucho mas dificil que resolverla. Describir o modelar situaciones
mediante expresiones algebraicas, como hicimos en el capitulo anterior, es una
tarea cuyo interés e importancia seguiran presentes en este capitulo.

Una ecuacion es una igualdad entre expresiones algebraicas donde las va-
riables juegan un rol especial, pues mediante la ecuacion se plantea la pregunta
acerca de para cudles valores de esas variables la igualdad es verdadera. Resolver
una ecuacion significa encontrar esos valores o ntimeros desconocidos. Debido
al rol que juegan las variables en las ecuaciones, las llamaremos incdgnitas.

Unaidea clave en la resolucion de ecuaciones es transformar una ecuacion
en otra mds simple que tenga las mismas soluciones. Las manipulaciones que
deberemos hacer para este propésito se basan en el uso de las propiedades de la
igualdad. En este capitulo, abordaremos el estudio de estas propiedades y el uso
de ellas en la resolucién de ecuaciones y sistemas.

También estudiaremos en detalle las ecuaciones lineales de una incégnita,
que son aquellas que se pueden transformar a una del tipo ax + b = 0, donde
x denota la incdgnita y a, b son nimeros conocidos. Abordaremos el transito
desde problemas aritméticos a ecuaciones y estudiaremos una variedad de re-
presentaciones basadas en modelos fisicos y diagramas que permiten plantear
y resolver ecuaciones. Con ello, queremos conectar los métodos algebraicos con
el desarrollo de estrategias multiples y pertinentes al problema que se desea
resolver, ademéds de mantener presente el sentido de los procedimientos, cuyos
propositos podrian oscurecerse en complejidades puramente técnicas. Esto tam-
bién muestra cémo un razonamiento algebraico intuitivo, pero riguroso, permite
a nifios en niveles escolares iniciales, modelar matematicamente, plantear y re-
solver ecuaciones, mucho antes de su formalizacion algebraica.

En este capitulo, también estudiaremos sistemas de ecuaciones lineales,
mostrando que su resolucion algebraica obedece a las mismas ideas que la re-
solucion de ecuaciones. También estudiaremos las ecuaciones cuadréticas, su
interpretacién geométrica y su resolucion. Finalmente, abordaremos el estudio
de las inecuaciones, que son desigualdades entre expresiones algebraicas. Dis-
cutiremos en detalle las propiedades de la desigualdad, las cuales sustentan los
procedimientos de resolucion.
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1. Las ecuaciones y la igualdad

Una ecuacidn es una igualdad entre expresiones algebraicas, por ejemplo: 2x + 3y = 5,
x+3=9-x x*=9xson ecuaciones. Al escribir una ecuacién nos referimos a los valores de la o
las incdgnitas que hacen que la igualdad sea verdadera. El sentido de la igualdad en una ecuacién
no es el mismo que cuando decimos 2 + 3 = 5, sino que se debe entender como una frase que
puede ser cierta o falsa, dependiendo del valor que tienen las incégnitas. Por ejemplo, cuando
x=1,laigualdad 3x - 9 = 0 es falsa, mientras que six = 3, es verdadera.

Otro tipo de igualdades que involucran expresiones algebraicas son las identidades (estu-
diadas en el apartado L.1.5). En este caso, la igualdad entre las expresiones siempre es cierta, por
ejemplo, a + b = b + a se cuample para todos los nimeros a y b. Esto no ocurre si escribimos la
ecuacion a + b = 0. El sentido en que se entiende la igualdad depende del contexto.

Aligual que cuando trabajamos con expresiones algebraicas, la eleccién de las letras usadas
para denotar la o las incgnitas en una ecuacion no es relevante. Asf, si escribimos 2x + 3 =4 (x - 2)
02b+3=4(b-2), estamos denotando la misma ecuacion. Usualmente, en el trabajo con ecua-
ciones con una incégnita se usa la letra x para denotarla, pero si la ecuacién proviene de un
problema, se usan letras que tengan algtin sentido en el contexto. Por ejemplo, si la incégnita es
el perimetro de una figura, podemos denotar la incégnita como p. Por supuesto que darle otro
nombre también es correcto.

DefinicionI.1 ~ Aquellos valores de la o las incégnitas que al sustituirlos en una
ecuacion hacen que la igualdad sea cierta, se llaman soluciones de la
ecuacion. Resolver una ecuacion significa encontrar todas sus solu-
ciones.

Las ecuaciones pueden no tener solucion, por ejemplo, y - 2 = y — 3 no tiene ninguna solu-
cién, ya que laigualdad nunca es cierta. También, hay ecuaciones que tienen mds de una solucién,
por ejemplo x* = 9 tiene como solucion a 3y - 3,y 2x + 3y = 5 tiene infinitas soluciones.

Para pensar

Se puede interpretar la identidad (a + b) (a - b) = a® - b® también como una ecuacion.
¢ Cudles serfan sus soluciones?

Ejercicios

1. Explique por qué la ecuacion 2x + 3y = 5 tiene infinitas soluciones.

2. Verifique six=-3,-1,-1/2,0,1/3, 1,2, 3 son soluciones de las siguientes ecuaciones:
axX+4x=5 d.3(x-1)+5=3x-7
D.x(x-1)(x+5)=0 e 3x+1=2x

C.n*+2n=3n
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Muchas veces es posible encontrar soluciones de ecuaciones probando niimeros (prueba y
error), sin embargo, este tipo de procedimiento no nos permite decir si hemos encontrado todas
las soluciones de una ecuacidn. Para resolver ecuaciones, es crucial hacer uso de propiedades de la
igualdad, que nos permiten transformar una ecuacién en otra mas sencilla que tenga las mismas
soluciones. Enunciaremos propiedades fundamentales de la igualdad y otras que se derivan de
ellas, las que usaremos extensivamente en la resolucién de ecuaciones.

1.1 Propiedades de la igualdad

En esta seccion, estudiaremos distintas propiedades de la igualdad que hemos usado mu-
chas veces y nos parecen muy naturales. Sin embargo, necesitaremos hacer uso de ellas en pro-
cedimientos de resolucion algebraica de ecuaciones que no son directos ni faciles, y serd muy
importante poder argumentar con total certeza acerca de la validez de las manipulaciones que
haremos y de la legitimidad de nuestras conclusiones. Por este motivo, hemos reunido las propie-
dades fundamentales de la igualdad que nos servirdn en lo que sigue, discutiendo sus usos y las
conclusiones que de ellas se derivan.

Propiedades fundamentales de la igualdad
Sean a, by c numeros reales. Entonces se cumple que:

1. a=beslomismo que b =a.
2.Sia=byb=c entoncesa=c.
3. Sia=b,entoncesa+c=>b+ec.
4. Sia=b,entoncesa-c=b-c.

Como estas propiedades son importantes y haremos un uso intensivo de ellas, las discutire-
mos en profundidad.

Propiedad 1 Sean a y b ntimeros reales, a = b es lo mismo que b = a.

La propiedad 1, llamada simetria de la igualdad, es usada cada vez que intercambiamos el
lado derecho e izquierdo de una igualdad. Por ejemplo, nos dice que 2 + 3 = 5 es lo mismo que
5=2 + 3, 1o que nos parece bastante obvio. Pero no siempre la reconocemos en contextos mas
complejos y hasta damos distintos nombres a la misma igualdad dependiendo de qué lado del
signo igual ponemos las expresiones. Por ejemplo, cuando escribimos

3(x+y)=3x+3y
decimos que aplicamos la propiedad distributiva. En cambio, si escribimos
3x+3y=3(x+y)
decimos que hemos factorizado. Sin embargo, en ambos casos hemos escrito exactamente lo mismo.

Propiedad 2 Sean a, by c ntimeros reales, sia = by b = ¢, entonces a = c.

La propiedad 2, llamada transitividad de la ignaldad, también es ampliamente usada. Por
ejemplo, esta propiedad nos dice que sia = by b = 4, entonces a = 4, lo que muchas veces escribi-
mos como a = b = 4. Igual que en el caso anterior, dependiendo del contexto puede resultar menos
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facil reconocer este razonamiento. Por ejemplo, si escribimos las dos igualdades siguientes, una
bajo la otra, como acostumbramos a hacerlo en el proceso de resolucién de ecuaciones,

xX+2=5
X+2=3+2
la forma en que estamos razonando es la siguiente:
tenemos que x + 2=5y como 5= 3+ 2, entoncesx +2 =3+ 2.

Es decir, sin explicitarlo, al pasar de una fila a la siguiente hemos usado la propiedad 2. En
general, cada vez que escribimos cadenas de igualdades, que pueden ser bastante mds largas que
la del ejemplo, estamos usando la propiedad de transitividad, aunque no lo explicitemos.

Propiedad 3  Sean a, by c ntimeros reales, sia = b, entonces a + c=b + c.

En el contexto de ecuaciones, esta propiedad dice que si sumamos el mismo niimero a ambos
lados de una ecuacidn, entonces se mantendra la igualdad. Por ejemplo:

si2a-3="7,entonces (2a-3)+3=7+3.

Notemos que esta tltima ecuacién dice en realidad que 2a = 10 (;por qué?). La ecuacion
2a = 10 es mas simple de resolver que 2a - 3 = 7. Habitualmente, usaremos esta propiedad en
el proceso de resolver ecuaciones, donde buscamos llegar a ecuaciones cada vez mds sencillas.

Ejercicio

Demuestre, usando las propiedades de las operaciones y la igualdad, por qué se tiene que si
(2a - 3) +3 = 7+3, entonces 2a =10.

También es cierta la propiedad reciproca, es decir:
sia,by csonnumerosreales ya+c=b+c, entoncesa=b.

De hecho, para demostrarla usaremos la misma propiedad 3. Haremos explicitos todos los
pasos de la demostracion de esta propiedad, para mostrar cémo las propiedades fundamentales
de laigualdad se usan aun en las deducciones mds simples.

Sia+ c=b+ c entonces la propiedad 3 nos asegura que podemos sumarle cualquier nimero
a ambos lados de la igualdad y esta se conservara. Esto nos autoriza a sumar a ambos lados el
inverso aditivo de ¢, es decir, el niimero (-c), con lo cual tendremos:

(a+c)-c=(b+c)-c.
Por la asociatividad de la suma, sabemos que (a + ¢) + (- ¢) =a + (¢ + (- ¢)).

Como ¢ + (-¢) = 0 podemos sumar a a ambos lados de la igualdad, debido nuevamente a la
propiedad 3, para obtener que a + (¢ + (- ¢)) = @ + 0. Usando transitividad (propiedad 2) obtenemos

(a+c)+(-c)=a+0.
Como 0 es el elemento neutro de la suma, a + 0 = a, y usando transitividad nuevamente,

tenemos que (@ +¢) + (- ¢) = a.
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Razonando del mismo modo, obtenemos que:
(b+c)+(-c)=b.

Finalmente, como (a+c¢)+(-¢)=(b+c)+(-c).(a+c)+(-c)=ay(b+c)+ (- c) = busando

la transitividad obtenemos que a = b.

La demostracion de esta propiedad muchas veces se presenta a través de la siguiente cadena

de igualdades:

a+(c+(-¢)=b+(c+(-c)
a+0=b+0
a=b.

Como vimos en nuestra demostracion, el paso de una linea a la otra esta justificado por las

propiedades de la igualdad y de las operaciones. Asi demostramos, justificando cada paso, que la
reciproca de la propiedad 3 también es cierta.

Observacion:

Los detalles de la demostracién anterior muestran que el trabajo de igualdades muchas veces
deja cosas implicitas y, por lo tanto, puede producir confusiones. Estas tres lineas de escritura
matematica estdn una bajo la otra sin ninguna palabra que las vincule, como suele verse en
muchos ejercicios de resolucion de ecuaciones o de problemas numéricos. ; Como se relacio-
nan esas lineas entre si? ;Qué significa escribir una linea bajo la otra?

Por convencidn, cada vez que se escribe una cadena de igualdades, una bajo la otra, significa
que cada igualdad se deduce de la anterior por medio de un razonamieto, usando propieda-
des matemdticas. Por lo tanto, si la primera igualdad es cierta, entonces la segunda también;
sila segunda igualdad es cierta, la tercera también lo es y asi sucesivamente. Asi, si la primera
igualdad es cierta, la tiltima también lo es. Para indicar que una igualdad se deduce de la otra,
se dice: "como ..., entonces...", por ejemplo: como a + (¢ + (- ¢)) = b + (¢ + (-¢)) entonces
a+0=>b+0,puesc+(-c)=0.

Muchas veces estas cadenas son reversibles, es decir, se puede deducir en orden inverso, en
ese caso, es necesario indicarlo. Se debe tener precaucion, pues muchas veces en este tipo de
razonamientos algunas de las deducciones no son reversibles, como veremos en ejemplos
mads adelante.

Una vez que hemos comprendido la manera en que se usan las propiedades de la igualdad y
las operaciones en los razonamientos con igualdades, y que podamos realizarlos con fluidez
y seguridad en nuestros desarrollos, no es necesario explicitar con tanto detalle cada paso.
Solo lo hemos hecho para hacer ver la importancia y utilidad de las propiedades listadas, y
también para aumentar nuestra conciencia acerca de formas de escribir ampliamente usadas
que dejan muchas cosas importantes sin explicitar y que, por consiguiente, pueden ser fuente
de errores, especialmente para quienes se encuentren aprendiendo dlgebra.
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Ejercicios

1. Explique la siguiente cadena de igualdades, explicitando las deducciones necesarias:
a=b
a+0=b+0
a+(c+(-¢)=b+(c+(-c)).
Explique por qué esta cadena de igualdades es reversible.

2. Resuelva la siguiente ecuacion usando las propiedades 1, 2 y 3 de la igualdad y las propie-
dades de las operaciones:
X+ (x-8)=x+4.

Si en el procedimiento anterior se reemplaza x = 12 en cada paso, ;qué pasa? ;por qué?

Propiedad 4  Sean a, by ¢ ntimeros reales, si a = b, entoncesa-c=b-c.

La propiedad 4 también parece muy natural, si pensamos en ejemplos como “si a = 3, enton-
ces 3a = 9”. Pero no resulta tan facil reconocerla en frases como:

1 1
Si 6x = 9 entonces —6x =—9.
6 6

- o . 9 .
Notemos que la tlltima ecuacion es en realidad x = — (;por qué?).
6\
¢Serd cierta la propiedad reciproca, es decir sia - ¢ = b - ¢, entonces a = b?

La respuesta es que no podemos concluir esto, a menos que sepamos que ¢ = 0. Por ejemplo,
5.0=4-0, perono es cierto que 5 = 4.

Solo si ¢ # 0, existe el nimero l el inverso multiplicativo de ¢, y podremos usar la propiedad

4 para concluir quesia-c=b-c, er(itonces a = b. Para esto notamos que:
sia-c=b-c entonces a~c-l=b-c'l,
lo que implicaque a-1=b-1, delo que concluimos que ac= b. ‘

A partir de las propiedades 1, 2, 3 y 4 de la igualdad, podemos demostrar dos propiedades
adicionales.

Propiedad 5 Sean a, b, cy d nimeros reales,sia=b y ¢=d, entoncesa+c=>b +d.

Esta propiedad nos permite sumar dos igualdades, para obtener una tercera igualdad. Por
ejemplo, si a =5y ¢ =3, entonces a + ¢ =5 + 3. Para probar la propiedad 5, observamos que por
la propiedad 3 tenemos que si a = b, entonces a + ¢ = b + ¢. Del mismo modo, si ¢ = d, entonces
c+b=d+b.Comoc+b=b+cyd+b=>b+dporlaconmutatividad de la suma, concluimos
usando la transitividad (propiedad 2) que a + ¢ = d + b, que es lo que queriamos probar.
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Una pregunta natural es si se cumple la reciproca de la propiedad 5. Es decir, si serd cierto que:
para a, b, ¢y d nimeros reales, sia + ¢ = b + d, entonces a = by c=d.

Esta propiedad no es cierta en general, pues se pueden encontrar numeros para los cuales se
cumpla que a + ¢ = b + dyno sea cierto que a= by c = d. Por ejemplo, sia=5,c=3,b=4,d=4,
setienequeb5+3=4+4,pero5b=4y3=4.

La propiedad 5 es muy usada cuando queremos resolver mas de una ecuacién simultdnea-
mente, que es lo que se denomina un sistema de ecuaciones. Abordaremos esto en el préximo
apartado.

Propiedad 6 Sean a, b, ¢y d ntimeros reales, sia=byc=d, entoncesa-c=b-d.

Usando directamente esta propiedad, podemos decir que si 5 = x, entonces 25 = x. La de-
mostracion de esta propiedad queda de ejercicio al lector.

A continuacién, resumiremos las propiedades de la igualdad agregando las propiedades re-
ciprocas que demostramos.

En resumen

La igualdad tiene las siguientes propiedades, las cuales se usan en la resolucion de
ecuaciones.

Sean a, b, ¢ y d nimeros reales, entonces:

1) a=beslomismoqued = a.

2) Sia=byb=c entonces a=c.
3) Sia=b,entonces a+ c=b+ c.Reciprocamente, sia + ¢ = b + ¢, entonces a = b.
Sia=b,entoncesa-c=b-c.Sia-c=b-cyc=+0,entonces a=b.

(@)

Sia=byc=d, entoncesa+c=>b+d.

N
L =20

D

Sia=byc=d, entoncesa-c=>b-d.

Ejercicios

1. Demuestre la propiedad 6.

2. Analice la validez de la afirmacion reciproca a la propiedad 6. Recuerde que para justificar
que es cierta una afirmacion, debemos argumentar usando las propiedades establecidas
previamente. Para justificar que es falsa, basta mostrar un contraejemplo.

3. Detalle las propiedades que le permiten pasar de una linea a la siguiente, en el desarrollo
que sigue:
2x+3=5
2x+3)+(-3)=5+(-3)
2x+(3+(-3))=2
2x=2
x=1
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4. Sia=b, ;puede concluir que a* = b*? ;seré verdadera la reciproca? Argumente con las pro-
piedades establecidas o con contraejemplos.

5. Un alumno que quiere calcular la edad de Maria, de la cual se sabe que es 10 afios menor
que Pedro, cuya edad es el doble que la suma de las edades de sus primas Rocio y Sofia, de
3y 8 aflos respectivamente, escribio:

3+8=11-2=22-10=12.

+Cudl es el error del procedimiento realizado?

1.2 Uso de las propiedades de la igualdad en la resolucion de ecuaciones y
sistemas de ecuaciones

La clave en la resolucion de ecuaciones consiste en transformarlas, usando las propiedades de
laigualdad, en ecuaciones mds simples, de tal manera que las soluciones sigan siendo las mismas.
Notamos que si usamos las propiedades 3 y 4, con la precaucion de no multiplicar o dividir por
cero, siempre obtenemos una ecuacién que tiene las mismas soluciones.

Definicion I1.2 Dos ecuaciones se dirdn equivalentes si es posible transformar una
en la otra y viceversa, usando las propiedades de la igualdad. Si dos
ecuaciones son equivalentes, entonces cualquier solucion de una de
ellas serd solucién de la otra.

Cuando manipulamos una ecuacion usando las propiedades 3 y 4, sin multiplicar o dividir por
cero, obtenemos una ecuacion equivalente. Por ejemplo, la ecuacién 3x + 3 = x - 5 es equivalente a
2x + 3 = -5, pues sumamos —x a ambos lados, la cual es equivalente a 2x = -8, al sumar -3 a ambos

lados. Finalmente, esta tltima ecuacion es equivalente a x = —4, pues multiplicamos ambos lados
| . , . .

por — . Asi, 3x + 3 =x - 5 es equivalente a x = 4, y ambas tendrdn las mismas soluciones, en este
2

caso, evidentemente es x = 4. Esta cadena de igualdades muchas veces se escribe como sigue:

3x+3=x-5 /—x

2x+3=-5 /-3
ox=-8 /L
2

x=-4

Observamos que, en esta cadena de ecuaciones, cada ecuacién es equivalente a la anterior
y, por lo tanto, son todas equivalentes entre si; en particular, la primera ecuacién es equivalente
ala dltima.
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Ejercicio

Explique cada uno de los pasos del siguiente desarrollo usado para resolver la ecuacion

1
3x 5" x +4, indicando en qué propiedades de la igualdad se sustentan.

1
x-—=x+4
2
Sx:x+2
2
2= 2
2
9
X=—
4

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo

1
Resolvamos la ecuacion s 1. Partimos notando que x = 5, pues sino la expresion
x =
no tiene sentido. Por lo tanto, si multiplicamos la ecuacién por (x - 5) # 0, obtendre-
mos la ecuacioén equivalente 1 = x - 5, de donde obtenemos x = 6.

No siempre es evidente como evitar la division por cero, ya que cuando dividimos por una
expresion se debe suponer que la expresion no es cero y luego considerar qué pasa si dicha expre-
sion es cero. Por ejemplo, resolvamos la ecuacion:

X*=3x.

Si consideramos x = 0, podemos dividir ambos lados por x, obteniendo:

x=3
que es solucién de la ecuacion original. Si x = 0, entonces x* = 0 = 3x, por lo tanto, x = 0 también
es solucion. Si hubiésemos dividido la ecuacion, sin preocuparnos de que x # 0, habriamos encon-
trado que x = 3, olviddndonos de la solucién x = 0.

Si bien se pueden hacer discusiones por casos para resolver una ecuacion, es preferible evi-
tarlo, siempre que sea posible. Podriamos haber resuelto la misma ecuacién x* = 3x como sigue:

X =3x /-3x
X -3x=0
x(x-3) =0.

Notamos que en el ultimo paso se usé la propiedad distributiva. La tltima ecuacidn es equi-
valente a la primera, y puede ser resuelta usando la siguiente propiedad de la multiplicacion:

siay b son numeros reales y ab = 0, entoncesa=00b =0,

la cual enunciaremos como teorema y demostraremos a continuacion. Usando esta propiedad,
tenemos que six (x - 3) =0, entonces x =0 0 x — 3 = 0; es decir, x = 3, y asi 3 y 0 son las soluciones
de esta ecuacion.
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Teorema Il. 1

Siay b son numeros reales y ab = 0, entoncesa=00 b = 0.

Demostracion:

Haremos la demostracion distinguiendo casos. Si a # 0, entonces por la propiedad 4 de

la igualdad podemos multiplicar ambos lados de la igualdad ab = 0 por 1 y obtener que
a
b =0.Similarmente, si b # 0, obtenemos que a = 0. Si ocurre que simultdneamente a=0y

b =0, entonces también es cierto lo que querfamos probar:a=00 b =0.

Para pensar

Una persona resuelve la ecuacion x (x - 2) = 4 razonando de la siguiente manera:
Como x (x—2) =4, entoncesx=20x-2=2,08eax=4, las soluciones sonx=2yx=4.

Las soluciones encontradas claramente son incorrectas. jPor qué cree que la persona
razono de esta manera? ;qué propiedad estd usando incorrectamente?

Ejercicios

1. Verifique si los siguientes pares de ecuaciones son equivalentes, justifique cada una de sus

respuestas:

—-3= . - 2x-1
ad.2x-3=5x+8 2x=5x+5 e ); =5 —6=5¢+2%
h. 2% +x°=3x 2x+x*=3 X+l

C.2%2+2z+1=0; z+1=0 [ (z-5)(z+6)=2+6 2z-7=0

d (-1 @2+ 1)=0; (x-1)(2x+1)=0 0. t+2(t-1)=3t+5 9=0

2. Resuelva las siguientes ecuaciones justificando los pasos realizados. En particular, explique
por qué las soluciones encontradas son todas las soluciones de la ecuacion.

a. y+3=3y+4 d. i(x—S):(x—S)2
h. x++/3=2x-1 e. X (x-1)=0
C. (z-2)*=(z-2) fLa@-1)=a*@@-1)

También las propiedades de la igualdad son clave para resolver ecuaciones simultdneas que
involucran dos (0 mas) cantidades desconocidas. Los sistemas surgen de manera muy natural, ya
que muchas veces en los problemas se presentan situaciones en las que hay més de una cantidad
desconocida (incégnita) que se desea determinar. Consideremos el siguiente problema:

Sofia y Tomds tienen 37 bolitas entre los dos. Sofia tiene una bolita mds que el doble de las To-
mds, ;jcudntas bolitas tiene cada uno?
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Este problema, como muchos otros, involucra determinar mds de una incégnita, y es posible
describir una de ellas en funcién de la otra. Sis y ¢ denotan el ntimero de bolitas de Soffa y Tomés,
respectivamente, entonces:

s+1=37ys=2t+ 1

Para determinar el niimero de bolitas de Sofia y el de Toméds, debemos encontrar una solucién
de este sistema, es decir, valores de sy £ que satisfagan simultdneamente ambas ecuaciones. En
general, los sistemas se denotan usando una llave que une ambas ecuaciones, para enfatizar que
ambas ecuaciones deben satisfacerse al mismo tiempo:

s+t=37,
s=2t+1.
Para resolver el sistema, procederemos de la misma manera como abordamos la resolucion

de una ecuacion: manipulando el sistema y usando las propiedades de la igualdad, de manera de
obtener un sistema mas simple equivalente al anterior.

Definicion I1.3 Dos sistemas de ecuaciones se dicen equivalentes si es posible trans-
formar uno en el otro y viceversa, usando las propiedades de la igual-
dad. Si dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, entonces cual-
quier solucién de uno de ellos serd solucion del otro.

Ejemplo

Resolvamos el sistema anterior:
s+t=37
§=2t+1

Una manera de proceder es sustituir la expresién s = 2¢ + 1 en la primera ecuacion,
obteniendo que (2¢ + 1) + £ = 37.

Esto se puede hacer, pues si sumamos ¢ a ambos lados de la ecuacion s = 2¢ + 1,
obtenemos que s + £ = (2¢ + 1) + ¢, luego, por transitividad (2¢ + 1) + £ = 37, es decir,
3t + 1 = 37. De esta ecuacion, obtenemos que ¢ = 12 (explique por qué) y como
§=2t+ 1, obtenemos que s = 25.

Podemos verificar facilmente que ¢ = 12 y s = 25 es solucién del sistema original, sin
embargo, es necesario mostrar que en realidad ambos sistemas son equivalentes, ya
que podria pasar que el sistema original tuviese otra solucién adicional.
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Ejercicio

Demuestre que los sistemas:

s+1=37 3t+1=37
s=2t+1y s=2t+1
son equivalentes. Para esto, puede explicar como usar las propiedades de la igualdad para

deducir el primer sistema partiendo del segundo, o verificar que las manipulaciones reali-
zadas para deducir el segundo sistema a partir del primero son reversibles.

Veamos otro ejemplo. Consideremos el sistema de ecuaciones:
X+ y =20,
x-y=10.
la propiedad 5 nos permite deducir que:
(x+y)+(x-y)=30.

Sumando los términos del lado izquierdo, se tendra finalmente 2xy, por lo tanto, se ha obtenido
la ecuacion:

2x=30

de la cual obtenemos x = 15, usando la propiedad 4. Para obtener el valor de y podemos sustituir
x =15 en la primera ecuacién y obtener que 15 + y = 20, de donde y = 5 por la propiedad 3.

Ejercicio

¢Qué propiedades de la igualdad se usan para obtener que si x = 15y x + y = 20, entonces
15 +y =207

Para pensar

Explique, usando las propiedades de la igualdad, por qué los siguientes sistemas son
equivalentes:

x+y=20 xX+y=20

x-y=10 y 2x=30

Es importante enfatizar que no hay métodos que funcionen para resolver ecuaciones de
cualquier tipo. En las secciones que siguen, nos enfocaremos en dos tipos de ecuaciones con una
sola incognita: las lineales que son del tipo ax + b = 0 con a y b nimeros conocidos, y las cuadré-
ticas, que son de la forma x* + bx + ¢ = 0 con b y ¢ ntimeros conocidos; y también estudiaremos los
sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas. En estos casos, abordaremos cémo resolver
este tipo de ecuaciones y sistemas de ecuaciones, analizando sus soluciones y también su uso al
resolver problemas de contexto.
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Ejercicios

1.

Resuelva las siguientes ecuacionesjustificando el procedimiento usado:
a.2(x+4)+5x=x-5 d (@ +8x)(2x-4)=0
h.2a+8=3(a-5)+a e.b*-b*=0
C. 28 +x=0
Un nifio dice que la ecuacién 3¢ + 5 = 2(¢ - 1) + ¢ estd mala, pues al trabajar con ella llega
aque 7 = 0. ;Cudl cree que fue el procedimiento que us6 el nifio? ;por qué cree que afirma
que la ecuacién esta mala?
Resuelva los siguientes sistemas explicando el procedimiento usado:
2x+4y=6 x-y'=1
a Y d. Y
X-5y=-3 yi+2x=8
-2x=4 X+ 2_ 1
b. €. y
4x+y=19 yi+2x=8
2
c. *7Y
x+y=0
En resumen

« El uso de las propiedades de la igualdad y las operaciones es clave para resolver

ecuaciones y sistemas de ecuaciones.

» Al transformar una ecuacién para resolverla de manera mas sencilla, debemos

preocuparnos de que la ecuacion final sea equivalente a la inicial, para asi no perder
soluciones.

Simanipulamos una ecuacién haciendo uso de las propiedades 3 y 4, con la precaucién
de no multiplicar o dividir por cero, obtenemos una ecuacién equivalente.

Cuando seresuelven sistemas también se debe verificar que al manipular las ecuaciones
se obtenga un sistema equivalente.
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Ecuaciones e inecuaciones

1. Resuelva las siguientes ecuaciones justificando el procedimiento usado:

2 3x-1=45 2

0. 2(t-1)+5=4(t+1)-3 x+l

C.3(x-1)+5=x+1+2(x+1) o1 .

0. 3x(x-1)(x+1)+3x=3x h.))cc(l—x)—xzxz

e. x+1: ) ~ ~
1 L (x=-1)(x+1)=1

2. Una nifia dice que no se puede resolver la ecuacién 3 (x - 1) + 1 = 3x - 2 ni la ecuacién
4x - 8 =2 (2x - 3), ya que “se van las x". ;Qué es lo que ocurre en cada situacién?;por qué
cree que estas ecuaciones pueden provocar problemas al resolverlas?

3. Una persona dice que las soluciones de la ecuacion
x+1 3

x+4 7

sonx =2yx=23,lo que es claramente incorrecto. ;Por qué cree usted que la persona razo-
nd de esa manera? ;qué propiedad esta usando incorrectamente? Resuelva esta ecuacion,

explicando detalladamente el procedimiento realizado.

4. Discuta si las siguientes ecuaciones son equivalentes:
A 2x+3(x+3)=5y 2x=5-3x-3
D t(t-1)(t-2)=2(t-2) y t(t-2)(¢-3)=0
C.(-5)3=0y 2t-5=t
A (B+52+6t+5)=0y (P+1)(®+52+6t+5)=0

5. Para cada una de las siguientes ecuaciones o sistemas de ecuaciones, escriba un problema
de contexto que pueda ser descrito a través de la ecuacion o sistema, segtin corresponda:

a.n+(n+28)=4n d a=3b+4
a-b=6
D.n+(n-1)+(n-2)=27
o a=3b
. x(x—l)=8 2(a+b)=54

2
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2. Ecuaciones lineales

Las ecuaciones que estudiaremos en esta seccion son lineales y con una sola incégnita. Esto
significa que la incognita, que en general denotaremos como x, aparece solo multiplicada por
alglin nimero y sumada o restada de otros nimeros; por ejemplo, nunca aparece elevada a una
potencia (distinta de 1). En sintesis, las ecuaciones lineales que estudiaremos son aquellas equi-
valentes a la ecuacion:

ax+b=0
donde a y b son niimeros dados.

Por ejemplo, la ecuacion:
2x-8=0

tiene esta forma y su solucién es bastante directa, por los nimeros involucrados. Simplemente,
“salta ala vista’ que solo para x =4 laigualdad es verdadera.

La forma en que se presenta una ecuacion lineal ofrecerd distintos niveles de dificultad para su
resolucién y, por lo tanto, se trata de un asunto relevante a la hora de abordar la ensefianza de ellas.
Aun tratdndose de ecuaciones equivalentes, los nifios y nifias tendran dificultades muy distintas
al resolver las ecuaciones:

2x =8

2x-8=0
3x-2=x+6
3x-4)=x-4

4(x-3)=2(x-3)+2

Ejercicio
Explique por qué todas las ecuaciones anteriores son equivalente mostrando cada uno de
los procedimientos que permiten transformar una ecuacién en otra.

Las ecuaciones lineales que estudiaremos provienen, generalmente, de problemas en con-
texto, cuya traduccién al lenguaje algebraico, lo que genera la ecuacion, es parte importante de
la tarea matemadtica. Las 5 ecuaciones equivalentes que listamos antes no solo ofrecen distintos
grados de dificultad para su resolucién. Si ellas provienen de problemas en contexto, entonces
representaran relaciones con distintos grados de complejidad.

2.1 De lo aritmético a lo algebraico

A niveles escolares bésicos, ya aparecen ejercicios donde hay que plantear y resolver ecua-
ciones, aunque no se utilice el lenguaje algebraico. El problema de plantear una relacién entre
nuimeros, donde hay una cantidad desconocida que se debe determinar para hacer verdadera
una igualdad, es una tarea a la que nifios de tercero bésico han sido expuestos. Por ejemplo, se
plantean problemas como:

38= J+12
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donde la incognita no estd representada por una letra, sino por un casillero vacio que se pide
completar.

Esta manera de representar incdgnitas es usada desde los primeros niveles escolares. Por
ejemplo, en el estudio de las operaciones se establecen relaciones entre tres ntimeros en ejercicios

3+( )=5
3=5-]
[ J+2=5
2=5- ]
y también con multiplicaciones y divisiones:

3x( ]=15
3=15:( )
[ ]:3=5
15=5x(_|

A partir de este tipo de practicas, se desarrolla cierto sentido numeérico que se aplica poste-
riormente en la resolucién de ejercicios del tipo:

13-5= -3
Las dificultades con el uso del signo igual aparecen en estos ejercicios. En el ejercicio anterior,
es comun el error de escribir 8 o 5 en el recuadro.

como los que siguen:

Para pensar

Conjeture el tipo de razonamiento que puede llevar a nifios y nifias a escribir 8 0 5 en
el recuadro del ejercicio anterior.

Este tipo de ejercicio sirve a muchos propdsitos. En primer lugar, contribuird a liberar al
signo igual de su primer uso escolar, el de servir como instruccién para poner el resultado de una
operacion. Aqui, en cambio, el signo igual estd usado en una frase que puede ser verdadera o falsa,
dependiendo del ntimero que se ponga en el casillero vacio, es decir, como se usa en una ecuacion.

En segundo lugar, este ejercicio permitird que se manifiesten distintas formas de razonar,
que se pueden reconocer, valorar y proyectar en otras tareas matemdticas. Por ejemplo, se puede
proceder calculando primero el resultado de la operacion del lado izquierdo, 8, y luego buscando
un numero tal que al restarle 3 se obtenga 8, determinando asi que es 11 el ntimero buscado. Pero
también se puede razonar equilibrando y ajustando ambos lados de la igualdad al mismo tiempo,
del modo siguiente:

Si al lado derecho se estdn restando 2 menos que al lado izquierdo, entonces, para mantener
la igualdad, debemos poner en el casillero un niimero que sea menor en 2 que el 13, que estd en ese
lugar en el lado izquierdo, es decir, el niumero 11.

Capitulo II: Ecuaciones e inecuaciones

89



90

En este procedimiento no fue necesario calcular el resultado de 13 - 5. Esta alternativa puede
parecer poco interesante con nimeros pequefios, como los del ejemplo, pero resulta muy til en
ejercicios mas complejos y favorece el desarrollo de habilidades de célculo mental. Por ejemplo,
para resolver:

192-83=_ ]-90

si razonamos como antes, vemos que en el casillero debe ir un nimero que exceda en 7 a 192, es
decir, debe ir 199. Para esto no fue necesario calcular 192 — 83, sino que se us6 una compensacion.

Cuando se introducen las ecuaciones es importante tener en cuenta los procedimientos arit-
méticos que los niflos y las nifias conocen desde los cursos iniciales, asi como sus formas de razo-
nar y relacionar las operaciones, como en los ejemplos anteriores. Si el problema planteado puede
ser resuelto mediante un razonamiento aritmético directo, no se vera la utilidad de complejizarlo
diciendo que se busca el valor de una incégnita que satisfaga una ecuacion.

Como hemos visto en los ejemplos, antes de introducir el uso de letras podemos resolver
ecuaciones, aunque no las nombremos asi. Otra manera de introducir incégnitas y ecuaciones, sin
el uso de letras, que permite describir ecuaciones mas complejas se muestra en el ejemplo siguiente:

Ejemplo
+ + +4=25

=?
Como 25 = 21 + 4, entonces
+ Y0 + Yr +4=21+4y,porlo tanto, Y& + ¥ + Y& =21 de lo que deducimos

que * =17.

En este ejemplo, aparecié de manera natural una técnica muy utilizada al resolver ecuaciones,
que es cancelar el nimero 4 que aparece sumado a ambos lados de la igualdad, lo que equivale a
restarlo de ambos lados, es decir, a utilizar la propiedad 3 de la igualdad.

Estos ejercicios, en los que se usan simbolos graficos para denotar incégnitas, favorecen el
desarrollo de razonamientos algebraicos sofisticados que incluso permiten resolver, de manera
bastante natural, sistemas de dos ecuaciones, como se muestra en los ejemplos que siguen.

Ejemplos
1) /\++=15

/\-Y=5
N=2%=2

Usando la propiedad 5 de la igualdad, podemos sumar ambas ecuaciones, con lo
cual se cancelaran las estrellas del lado izquierdo y se obtendra:

/N+/\+H-H=15+5
A+A=ZO

De lo que se deduce que A + A =20y, por lo tanto, A =10.
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)+ (O=8
+ + +O+O=19
=2 ()=?

Reagrupando en la segunda ecuacion las parejas, cuyo valor conocemos de la pri-
mera ecuacion, obtendremos:

+O++O+=19

[ . —

8 8

y, por lo tanto, tenemos que 16 + | = 19, de lo que deducimos que | = 3. Con
este resultado, obtenemos en la primera ecuacion que:

3+()=8

de lo que se deduce que

O=5.

En estos dos ejemplos se han ilustrado dos procedimientos para resolver sistemas de ecua-
ciones que ya se estudiaron de manera algebraica en la seccién 1 de este capitulo. La primera de
ellas corresponde a sumar las dos ecuaciones para eliminar una incdgnita. En el segundo ejemplo
se muestra cdmo utilizar una sustitucion en la otra ecuacion para resolver el sistema.

Otro tipo de problemas que se abordan en la ensefianza bésica y que ayudan a desarrollar un
razonamiento algebraico son aquellos donde se debe encontrar el niimero desconocido, como el
que vemos a continuacion:

Tomé un numero, lo multipliqué por 5 y luego le resté 7, con lo que obtuve 13. ;Con qué niimero
parti?

Para describir este tipo de problemas muchas veces se usan los diagramas de flujo, como el
siguiente:
5

e ]

Figura Il.1

De aqui resulta facil ver el diagrama inverso, que permite deshacer el proceso y encontrar el
numero pedido:

e[ ]
:5 +7

Figura I1.2

Es decir, para obtener el nimero desconocido hay que sumarle 7 a 13, lo que da 20, y luego
al dividir este nimero por 5, encontramos que el nimero buscado es 4.

4] 1]

Figura I1.3
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Este tipo de problema y de diagrama ayudan a enfatizar que para encontrar la solucion se
debe proceder deshaciendo las operaciones realizadas, usando las operaciones inversas. Esta idea
también es 1itil, posteriormente, en la resolucién algebraica de ecuaciones.

La aparicion de letras que representan numeros es una de las principales dificultades que
los nifios y las nifias enfrentan cuando se introduce el estudio del dlgebra. Muchas veces esta
incdgnita y la ecuacion en la que participa no estan dadas, sino que se deben elegir, de modo de
modelar un problema en contexto, planteando una ecuacion.

Una de las dificultades que enfrentan los nifios es la arbitrariedad de las letras usadas como
incégnitas. Por ejemplo, puede no resultar evidente que las ecuaciones:

4/=36
4x =36

son idénticas y, por lo tanto, tienen la misma solucién. Més atin, al plantear ecuaciones a partir
de problemas en contexto, también podemos elegir la incégnita misma. Para ilustrar esta libertad
en la eleccion de la incégnita consideremos el problema:

Juan tiene el doble de la edad de su hijo Pedro y la suma de sus edades es 90 arios. ;Cudles son
las edades de Juan y de Pedro?

Sillamamos x a la edad de Pedro, tendremos que la edad de Juan es 2x yla ecuaciéon que nos
permite encontrar las edades de ambos es:

X+2x=90

cuya solucién es x = 30. Asi, podemos responder que Pedro tiene 30 afios y su padre, Juan, tiene
60 afios. Si, en cambio, llamamos x a la edad de Juan, tendremos que la edad de Pedro es X yla
ecuacion de la cual obtendremos la respuesta al problema sera: 2

X
—+x=90.
2

Esta ecuacion es distinta a la anterior y su solucion serd x = 60, que también es diferente a la solu-

cién previa. Pero la respuesta al problema serd la misma: Juan tiene 60 afios y su hijo Pedro tiene
30 afios.

Como hemos visto, esta libertad para elegir la incégnita que utilizaremos puede producir
ecuaciones distintas con distintas soluciones. Lo importante es que, al interpretarlas para respon-
der ala pregunta del problema, la respuesta sea la misma. Tanto plantear una ecuacion a partir de
un problema, como interpretar la solucion para dar respuesta al problema son tareas cruciales y
no triviales, que se deben enfatizar.

El &mbito numérico apropiado al nivel escolar produce ciertas limitaciones a la libertad para
elegir la incégnita. La segunda formulacién del problema anterior involucra operatoria de frac-
ciones, pues se debe sumar:

Zix,
2

lo que no es posible a niveles escolares tempranos. Sin embargo, si se puede resolver el problema
planteado.

Algebra - REFIP



Ecuaciones e inecuaciones

En resumen

Las nifias y los nifios desarrollan estrategias para resolver ecuaciones que son
anteriores a la aparicion formal de las ecuaciones en el curriculo.

Las letras que se usen para designar incégnitas son arbitrarias.

No siempre hay una tinica manera de elegir la incégnita que se usard para plantear una
ecuacion asociada a un problema.

Cuando se resuelve un problema usando una o mds ecuaciones para representarlo, es
fundamental traducir la solucién de la ecuacion a la respuesta del problema original.

Ejercicios

1.

Resuelva los siguientes problemas planteando la ecuacion correspondiente y resolviéndola
usando relaciones numeéricas.

Si a un nimero le quito 56, se obtiene 18, ;cudl es el nimero?

a.

h. La suma de dos niimeros es 135. Si uno de ellos es 83, ;cudl es el otro ndmero?

C. La suma de un niimero y 35, es igual a la suma entre 535 y 55, ; cudl es el nimero?
d.

Si Claudia pagd con $1000 dos kilos de manzanas y recibid de vuelto $260, ;cudnto cuesta
cada kilo de manzanas?

€. Un nimero excede en 15 a otro ndmero. Si la suma de ellos es 55, ;cudles son los niimeros?

Explique, usando dos razonamientos distintos, cémo determinar el valor que falta en las
igualdades que siguen:

4. 674-389=_ ]-379 c.126-37=(_]-40 e.35-( )=7-15
0. 73+56=71+( ) d.5-84=(_)-105

Encuentre un nimero tal que si se multiplica por 8, se le resta 4 y luego se divide por 3 re-
sulta 4. Para ello, utilice un diagrama de flujo y resuélvalo. Plantee ademads la ecuacién que
lo representa.

Resuelva
O+/\+M =16
O +O +0 =18
A+ =13 O=2 A=2 W=
Resuelva
-/\ =14
AN+ =18
- =10 =2 A\=? O=
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2.2 Uso de distintos modelos para plantear y resolver ecuaciones

A muchas personas les resulta dificil conectar un problema con una ecuacién que lo describa
y se enfocan solo en operar con los niimeros presentes en el problema, de alguna manera. Des-
cribir matematicamente una situacién problemética es una tarea primordial y de ello depende
nuestra comprension del problema y la posibilidad de resolverlo. Esto no es algo innato y se nece-
sita aprender y practicar. Para plantear un problema usando una o mas ecuaciones necesitamos
identificar las cantidades desconocidas o incégnitas involucradas, a partir de los datos entregados
y expresar sus relaciones. Este mismo proceso, al hacerlo explicito, permitird, finalmente, interpre-
tar la solucion de la ecuacién y conectarla con la respuesta al problema. Estos dos procesos son los
que en el marco de la prueba PISA de matematicas se llaman “matematizar” y ‘desmatematizar”
el problema.

Diagramas de barra

Los diagramas de barra son muy utiles, tanto para plantear ecuaciones, como para resolver
algunos problemas directamente, es decir, sin necesariamente plantear una ecuacién. En estos
diagramas se representan las incognitas, a través de barras de largo desconocido. La solucion del
problema se obtiene a través de la manipulacion de estas barras, utilizando las relaciones que
nos entrega el problema. Los diagramas de barra son un paso intermedio en la abstraccion del
problema.

Ejemplo
Marcela tiene 400 g de bombones que reparte en 3 paquetes de igual peso y le sobran
40 g ;Cudnto pesa cada paquete?

En primer lugar identificamos la incégnita como el peso en gramos de cada paquete
de bombones. Si representamos esta cantidad x por una barra:

X

entonces, la situacion descrita puede ser representada por el siguiente diagrama:

X X X 40

400

el cual puede ser presentado de manera mas esquematica como

X X X 40

400

De cualquiera de estos diagramas, resulta claro que una ecuacioén que representa la
situacion es 3x + 40 = 400.

Resolviendo la ecuacion, se obtiene el valor de x=120, es decir, el peso de cada paquete
de bombones es 120 g. Pero también, directamente del diagrama, se podria haber
encontrado el peso del paquete notando que 3 paquetes deben pesar 360 g, por lo
que un paquete pesa 120 g.
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Veamos otro ejemplo.

Ejemplo

Claudia tiene inicialmente, 4 paquetes de nueces, de igual peso. A cada paquete le agre-
ga 20 g de nueces. El peso final de los 4 paquetes juntos es de 360 g. ;Cudl era el peso
original de cada paquete?

El siguiente diagrama describe el problema, con x como el peso original de cada pa-
quete:

X 20 X 20 X 20 X 20
360

A partir del diagrama deducimos la ecuacion:
4 (x + 20) = 360.

Podemos resolver esta ecuacion obteniendo que x=70 y responder que originalmente
los paquetes de nueces pesaban 70. Pero también usando directamente el diagrama
obtenemos que el peso inicial de los cuatro paquetes es 360 — 80 = 280, por lo que el
peso inicial de un paquete es 280/4 g =70 g.

Veamos otro ejemplo en donde el diagrama se usa para representar una ecuacion de la forma

ax+b=cx+d.

Ejemplo
Anita es 11 afios mayor que su hermana Marta, pero su mamd prefiere decir que Anita
tiene un ario mds que el doble de la edad de Maria. ;Cudl es la edad de Anita?

No conocemos ninguna de las dos edades y nos preguntan por la edad de Anita. Pero
como la referencia es la edad de Marfa, usaremos esa edad como la incégnita x. Con
esta eleccién, podemos representar el problema mediante el siguiente diagrama

X 11

X X 1

La ecuacién asociada es x + 11 = 2x + 1, y del mismo diagrama se puede apreciar que
11 =x+ 1y, por lo tanto, x = 10 y la edad de Anita es 21 afios.

Hacemos notar la importancia de que las dos barras horizontales del diagrama estén
alineadas para poder mostrar las relaciones que permiten resolver el problema.
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Ejercicios

1. Plantee la ecuacién que relaciona las edades de Anita y Marfa usando como incdgnita la
edad de Anita.

2. Resuelva, usando diagramas de barra y planteando la ecuacion, los siguientes problemas:

2
a. José gastd — de sus ahorros en fichas para videojuegos y le quedaron $2.300. ;Cuénto

dinero tenia ahorrado José?

0. Encuentre dos niimeros consecutivos cuya suma sea 43.

Muchas veces los problemas contextualizados involucran més de una cantidad desconocida
oincégnita. Este tipo de problemas se pueden reducir a resolver una ecuacion, si se expresan todas
las incégnitas en términos de una sola. Veamos un ejemplo.

Ejemplo
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Tres nirios juntaron dulces en un cumplearios. Juan junto la mitad de dulces que Tomads,
¥ Natalia juntd tres dulces mds que los que juntaron Juan y Tomds juntos. Si entre los tres
Juntaron 45 dulces, jcudntos dulces juntaron cada uno?

En este problema se desconocen las cantidades de dulces de cada uno de los tres ni-
flos, pero se nos entregan las relaciones entre ellas. Anotemos 7'la cantidad de dulces
de Tomads, Jy Nlas cantidades de dulces de Juan y Natalia, respectivamente.

Veamos como plantear y resolver el sistema usando diagramas de barra. El siguiente
diagrama expresa que Juan juntd la mitad de dulces que Tomas:

J J
T

Diagrama A

Por otra parte, Natalia junté 3 dulces mas que los que juntaron Juan y Tomds juntos,
esto se expresa en el siguiente diagrama:

T J 3
N

Diagrama B

Como entre los tres juntaron 45 dulces, tenemos que:

T J 3
N

48

Diagrama C
y, por lo tanto, Natalia junt6 48/2 = 24 dulces.

Sireemplazamos la cantidad de dulces de Tomds, expresado en el diagrama 4, en el
diagrama C, obtenemos:
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J ] ] 3
N

24
Diagrama D

Asl, tres veces la cantidad de dulces de Juan debe ser 21, es decir, la cantidad de dul-
ces que juntd Juan es 7. Finalmente, del diagrama A obtenemos que Tomads junté 14
dulces.

Veamos como plantear el problema directamente, expresando cada una de las rela-

T
ciones de manera algebraica. Se dice que Juan juntd la mitad que Tomds, asi J = 5
Natalia juntd tres dulces mas que Juan y Tomds juntos, lo que expresamos con:
T
N=T+]+3=T+E+3,

Resumimos esta informacién en una tabla que nos ayude a tenerla a la vista

Tomas Juan Natalia
T T

J=— N=T+—+3
T 2 2

Finalmente, se dice que el total de dulces que juntaron es 45, por lo que:
J+T+N=45

y usando las relaciones de la tabla para reemplazar /y N, obtenemos que:

T
—+T+T+Z+3=45
2 2

Como £+T+T+Z:3T, se tiene que
2 2
3T+3=45,

porloque37=42yT'=14.AsiJ=7yN=14+7 + 3 = 24, lo que significa que Tomds
junto 14 dulces, Juan junt6 7 y Natalia 24.

Vemos que el uso de una tabla para mantener a la vista muchas relaciones que po-
drian habernos confundido resultd ttil para plantear la ecuacién que nos permitié
encontrar la solucion del problema. Este ejemplo ilustra el hecho de que no existe
una Unica manera de plantear el problema que sea la mejor en todas las situaciones.

Los diagramas de barra pueden ser muy ttiles, pero hay muchos casos donde no son adecua-
dos. Por ejemplo, puede ser engorroso utilizarlos si los niimeros involucrados son muy grandes.
Si en el problema se habla de 100 veces una cantidad, no serfa posible, ni razonable, dibujar 100
veces una barrita para establecer las relaciones dadas. En estos casos, lo més sencillo es plantear
la ecuacién directamente a partir de los datos y resolver con un método algebraico. Tampoco el
uso de estos diagramas es apropiado si la ecuacion tiene como soluciéon un nimero negativo.
Es importante mencionar que cuando se aborda este tipo de problema, los alumnos ya utilizan
procedimientos algebraicos.
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Veamos un ultimo ejemplo donde hay una resta involucrada en la ecuacion y resolver me-
diante diagrama puede ser mds complejo que resolver de manera algebraica.

Ejemplo

Considere el problema:

En una caja habia el doble de caramelos de menta que de miel. Andrea agregd 7 cara-
melos de miel y sacd 5 de menta. Ahora, hay la misma cantidad de caramelos de menta
que de miel, jcudntos caramelos hay de cada sabor?

Six es la cantidad de caramelos de miel que habia inicialmente en la caja, entonces
2x era la cantidad de caramelos de menta que habia en ese momento. La cantidad
de caramelos de miel que hay ahora es x + 7 (pues Andrea agregé 7) y la cantidad
de caramelos de menta que hay ahora es 2x - 5. Si ahora hay la misma cantidad de
caramelos de menta que de miel, entonces:

X+7=2x-5.

Para resolver la ecuacion, restamos x a ambos lados y luego sumamos 5 a ambos lados
de la ecuacién, de donde obtenemos
12 =x.

Es decir, inicialmente habia en la caja 12 caramelos de miel y 24 de menta, y ahora
hay 19 caramelos de cada tipo.

Usando diagramas también se puede describir la situacién, como se muestra a con-
tinuacion:

Queda como ejercicio deducir directamente el diagrama a partir del enunciado, y
encontrar la solucion del problema a partir de este diagrama.

Ejercicio

Utilice diagramas para resolver los siguientes problemas y plantear las ecuaciones que los
describen

a. Susana gasta % de sus ahorros en un libro. Después de gastar la mitad de lo que le que-

da en un cuaderno, a Susana le quedan $2.100. ;Cuanto dinero tenia ahorrado Susana?

¢, Cuénto costaron el libro y el cuaderno?

D. Un campesino planta un 35% de sus tierras con maiz, un 25% con trigo ylo que le queda con
papas. Se sabe que planté 8 hectareas con papas. ;Cudntas hectareas tiene el campesino?

C. Cuatro amigas juntaron 28 piedras en una excursién. Antonia junté el doble que Marcela,
mientras que Josefa y Karina juntaron dos piedras mds qué las recolectadas por Antonia
y Marcela, respectivamente. ; Cudntas piedras junté Marcela?
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Balanzas

Un modelo ampliamente usado para introducir e ilustrar las ecuaciones son las balanzas con
dos platillos, el cual enfatiza el significado de ecuacién asociado al equilibrio. El principio detras
de la balanza es que si ella estd en equilibrio y quitamos o agregamos el mismo objeto en cada
platillo, u objetos del mismo peso, el equilibrio se mantiene, es decir, el peso en ambos platillos
sigue siendo igual.

Para pensar

+Con qué propiedades de la igualdad se relaciona el principio de la balanza?

Supongamos que desconocemos el peso de una botella de agua y que la balanza se equilibra
colocando en un platillo 2 unidades de peso yla botella, y en el otro platillo de 4 unidades de peso.

Figura I.4
El equilibrio de la balanza significa que se cumple la igualdad de pesos:
peso de la botella + 2 unidades de peso = 4 unidades de peso.
Lo que puede ser expresado por la ecuacion:
s+2=4,
donde s representa el peso de la botella.

Si bien la solucién de la ecuacion es evidente, encontraremos el peso de la botella quitando
pesos de tal manera que la balanza se mantenga en equilibrio. Si quitamos 2 unidades de peso de
cada platillo, el equilibrio se mantiene. Asi, el peso de la botella es igual al peso de las dos unidades
restantes en el platillo derecho.

Figura IL5

El uso de balanzas también es 1itil para plantear ecuaciones. Por ejemplo, encontremos una ecua-
cién que describa la siguiente balanza en equilibrio, donde sabemos que cada D} representa una
unidad de peso y el peso de la caja es una cantidad desconocida.
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Figura Il.6

Denominaremos x el peso de la caja. Como la balanza estd en equilibrio, x + 7 = 1 + 4x. Podemos
resolver esta ecuacion usando el principio de la balanza: si quitamos una unidad de peso y una
caja en ambos platillos, el equilibrio se mantiene, por lo que 6 unidades pesan lo mismo que 3
cajas, y, por lo tanto, cada caja debe pesar lo mismo que dos unidades de peso.

Ejercicio

Explique en términos de las propiedades de la igualdad el procedimiento usado para resol-
ver la ecuacién anterior.

Las balanzas tienen sentido para ilustrar ecuaciones en que las cantidades involucradas son
positivas. El uso de las balanzas con niimeros enteros puede ser polémico, porque los nimeros
negativos no se asocian a peso. En algunos softwares educativos se representan los niimeros ne-
gativos en una balanza por medio de globos que hacen que la balanza “pierda peso’, pero ello es
mas bien un atajo para que el modelo funcione con niimeros negativos, que un modelo para una
situacion real. De este modo, las balanzas no son un modelo apropiado para representar ecuacio-
nescomox+4=0 o 2x+8=4.

A través de las balanzas, se puede introducir el método algebraico para resolver ecuaciones.
Para esto modificaremos las cajas por x y las unidades de peso por niimeros. Por ejemplo, para
resolver la ecuacion 3x + 3 = x + 9, utilizamos la balanza de la siguiente forma:

3x+3 xX+9
e i/ B N
L e (V') e O
——
Figura IL.7
Quitamos 3 a ambos lados:
3x X+6
—_—_— TR,
L e (VY)W
———
Figura IL.8

y luego quitamos x a ambos lados:

2x 6
—_— i, e——
W ___U'i\'L__ N
- .

Figura I1.9
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Podemos apreciar que 6 se puede escribir como 2 - 3, por tanto, 2x a un lado de la balanza corres-
ponde a 2 veces 3 al otro lado.

Figura I1.10

Por tanto, para que se mantenga el equilibrio en la balanza, x debe ser igual a 3.

Las manipulaciones hechas en las balanzas para encontrar el valor de la incégnita permiten
visualizar las manipulaciones algebraicas que se realizan al resolver una ecuacion. Los pasos que
hemos detallado corresponden a restar el mismo niimero en ambos lados de la ecuacion, para
mantener la balanza equilibrada. También se ha utilizado que si los dos platillos pesan lo mismo,
la misma proporcién en cada uno de ellos también mantiene la balanza equilibrada (por ejemplo,
si 2x pesa lo mismo que 6 unidades, entonces x pesard lo mismo que 3). Este procedimiento co-
rresponde a dividir ambos lados de la ecuacién por el mismo ntimero. El que estas manipulaciones
mantengan la igualdad se sustenta en las propiedades 3 y 4 de la igualdad.

Este modelo también sirve para plantear y resolver sistemas de ecuaciones lineales donde
hay 2 cantidades desconocidas a determinar.

Ejemplo

Las siguientes balanzas estdn en equilibrio. ;Cudntos conejos hay que poner en la ba-
lanza de abajo para que pesen lo mismo que el perro? Los conejos pesan todos lo mismo
¥ todos los gatos tienen el mismo peso.

En el problema vemos que la unidad es el peso del conejo, y se pide calcular el peso del
perro en términos del peso de un conejo. Este problema involucra dos incdgnitas: el
peso del perro y el peso de un gato, y las balanzas nos entregan relaciones entre estas
incdgnitas y el peso de un conejo.

Vemos que un gato pesa lo mismo que 5 conejos, y que un perro pesa lo mismo que
2 gatos. Para resolver el problema, sustituimos en la segunda balanza de arriba, en
el platillo derecho, cada gato por 5 conejos, pues ya sabemos que pesan lo mismo.
Es decir, en el platillo derecho de la segunda balanza de arriba quedaran 10 conejos
equilibrados con el perro del platillo izquierdo y obtenemos asi que un perro pesa lo
mismo que diez conejos. Observamos que la primera balanza nos permite expresar
el peso de un gato en términos del peso de un conejo, y luego la segunda balanza nos
entrega el peso de un perro en términos del peso de un gato, asi, en la resolucion del
problema, hicimos dos sustituciones.
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Para resolver el problema, no fue necesario plantear ninguna ecuacién. Solo usamos
las propiedades de la igualdad.

Veamos como plantear las ecuaciones que modelan este problema. Si denominamos
Cael peso de un conejo, P al peso de un perro y G al peso de un gato y escribamos las
ecuaciones dadas por la balanza usando como unidad el peso de un conejo:

G =5C < primerabalanza
P=2G <« segundabalanza

De la primera ecuacion (proveniente de la primera balanza), tenemos que 2 gatos
pesan lo mismo que 10 conejos, es decir, 2G = 10C, y reemplazando en la segunda ecua-
cién obtenemos que P = 2G = 10C, es decir, que un perro pesa lo mismo que 10 conejos.

Ejercicio

+Qué propiedades de la igualdad se utilizaron para determinar el peso del perro en térmi-
nos del peso de los conejos? Justifique cada paso usado en la resolucién del problema, en
términos de las propiedades de la igualdad.

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo

Algebra - REFIP

Las siguientes balanzas estan en equilibrio.

13

25

En cada una de las balanzas hay perros y conejos. También hay pesas marcadas con su
peso en kilogramos. Los perros pesan todos lo mismo, y al igual que todos los conejos.
Obtenga el peso de un perro y un conejo.

Para resolver el problema vemos que, a partir de la primera balanza, el peso del perro
es igual al peso de cuatro conejos y de la pesa de 13 kg. Sustituyendo el peso del perro
en la segunda balanza, obtenemos la siguiente balanza que tiene una sola incégnita:

13 25



Ejercicios

1.

3.

Ecuaciones e inecuaciones

Podemos ver que los seis conejos pesan 25 — 13 = 12 kg, es decir, cada conejo pesa
12/6 =2 kg, y de la primera balanza obtenemos que cada perro pesa4-2 + 13 = 25 kg

El procedimiento que utilizamos para determinar el peso de un conejo y un perro no
requirid plantear las ecuaciones. Sin embargo, estas se pueden obtener ficilmente.
Denotando con C el peso de un conejo y con P el peso de un perro, de las balanzas
originales deducimos:

P=4C+13 ¢« primera balanza
P+2C=25 < segundabalanza

Queda como ejercicio para el lector explicar cémo a partir de estas dos ecuaciones se
obtiene la ecuacion 4C + 13 = 25 (proveniente de la tltima balanza), explicando qué
propiedades de la igualdad se utilizan.

Considere el sistema de ecuaciones x + 3y = y + 15, x + y = 9. Plantee dos balanzas a partir
de este sistema e indique cémo usaria las balanzas para determinar los valores de x e y.

Las siguientes balanzas estdn en equilibrio. En ellas hay pelotas, cubos y una pesa de
12 kg. Las pelotas pesan todas lo mismo y los cubos pesan todos lo mismo. Manipulando
las balanzas sin usar otras pesas, encuentre cuanto pesa cada pelota y cada cubo.

12kg

Plantee balanzas que representen las siguientes ecuaciones y resuélvalas.

2.3x+5=x+7 D.2a+3=a+4

Los modelos propuestos nos permiten ilustrar los procedimientos que se usan en la resolu-

cién algebraica de ecuaciones y ayudan a reconocer su significado. Pero, en la medida que se com-
plejizan las ecuaciones, estos modelos son insuficientes y es necesario promover procedimientos
mas econdmicos y efectivos, como la resolucion algebraica. Es importante comprender que el
procedimiento algebraico ha prevalecido debido a su generalidad y eficiencia, aunque muchas
veces invisibiliza los razonamientos que hay detrds de la resolucién de ecuaciones. Por ello, hemos
mostrado el estudio de las ecuaciones utilizando distintos modelos que ayudardn a desarrollar
la comprensioén del proceso realizado, asi como también a develar la relacion entre el problema
planteado y su representacion algebraica.
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Ejercicios

1.

Resuelva las siguientes ecuaciones utilizando balanzas, explique el razonamiento usado:
3x 5x
A 4x+14=Tx+5 D —+4=—+2
2 2
Resuelva los siguientes problemas usando diagramas de barra y plantee la ecuacion apro-
piada para cada uno:

a. Tomds comprd en un quiosco una revista y un paquete de chicles. La revista le costd el
triple que el paquete de chicles. Si en total gasté $ 1.800, ;cudnto le cost la revista?

0. Enuna caja hay pelotitas rojas y negras. Hay 14 pelotas rojas mds que negras y en total hay
156 pelotas. ; Cudntas pelotas negras y rojas hay?

C. Carla se tomo 1 de su jugo mientras iba a la escuela. Luego se tomé 2 delo que quedaba

en el recreo, y se tomd el resto mientras iba a la casa. Si su botella de jugo tenia 350 cc,
scudnto jugo tomd en el recreo?

Plantee problemas para las siguientes ecuaciones y resuélvalos usando un diagrama de
barra:

2 1
A Sar_ar8=50 0. 2m + 3m + m = 1.800 C. x:450+§+600

Decida cudles de las representaciones y estrategias estudiadas se pueden utilizar para plan-
tear o resolver las ecuaciones y los problemas que siguen, justificando sus elecciones.

a.3x+22=x+20

0. Marfa tiene la mitad de ldminas que Pedro y Josefa tiene 2 mas que Marfa. Deciden juntar
sus laminas y Pedro descubre que una de sus ldminas coincide con una de Marfa y otras
dos coinciden con dos de Josefa, por lo que las retira de la coleccién de ldminas distintas.
Todas las ldminas de Marfa y de Josefa son distintas. Asf entre los tres juntan 31 ldminas
distintas. ;Cudntas ldminas tenfa cada uno originalmente?

C. 4x+2)-12=32
(. Camila tiene 5 bolsas con igual cantidad de dulces, que regalard a 5 amigas que vendran

a su cumplearios. Si agrega 2 dulces a cada bolsa, en total habrd repartido 115 dulces.
;Cudntos dulces tenia cada bolsa inicialmente?

2.3 Resolucion algebraica de ecuaciones lineales y discusion de sus soluciones

Cualquiera sea la forma en que se presente una ecuacion lineal, siempre buscaremos despe-

jar la incdgnita, es decir, dejarla sola a un lado de la igualdad. En la ensefianza escolar muchas

veces se describe esta tarea usando conceptos como cancelar. En esta seccion, mostraremos la
fundamentacion de este concepto en términos de las propiedades de la igualdad. Esto nos per-
mitird abordar la resolucion algebraica de ecuaciones evitando trabajar con nimeros negativos y
fracciones, lo que es importante al tratar este tema en la ensefianza bésica.
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Para resolver la ecuacion:
4x - 8 =20,
partimos sumando 8 a ambos lados de la igualdad:
4x-8+8=20+38,

¥, por lo tanto, se tendrd

4x = 28.
Como 28 =4 -7, entonces

dx=4-7

y podemos cancelar el factor 4. Esto estd sustentado por la propiedad 4 de la igualdad, ya que co-
rresponde a multiplicar por el inverso multiplicativo de 4 a ambos lados de la igualdad, o a dividir
ambos lados por 4. Notemos que al presentar este paso, dividiendo por 4 en vez de multiplicar
por su inverso multiplicativo, evitamos referirnos a fracciones y solo usamos la descomposiciéon
de un niimero en sus factores.

Consideremos ahora la ecuacion:
5x-2=2(x+1)+11.
En este caso, partimos manipulando el lado derecho de la ecuacién usando la distributividad, y
obtenemos:
2(x+1)=2x+2.
Rescribimos nuestra ecuacién como:

bx-2=2x+2+11,
es decir,
bx-2=2x+13.
Como 5x=2x+3x, entonces nuestra ecuacion se escribe:

+3x-2=2x+13
y restando 2x, nos quedard que:
3x-2=13.
Sumando 2 a cada lado de la igualdad, obtenemos que:
3x=15
y como 15 =3 -5, podemos dividir por 3 ambos lados de la igualdad, para obtener que x = 5.

Una vez que se adquiere practica en el trabajo con las ecuaciones, muchos de estos pasos
pueden ser omitidos.

Para pensar

Suponga que a, b, ¢ y d son nimeros enteros. Analice las relaciones que deben tener a,
b, ¢y d para que las soluciones de la ecuacion ax + b = cx + d sean:

» naturales

e enteras
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Ejercicios

1.

Claudia, una estudiante de segundo aflo de Educacién Media, para resolver la ecuacién
x+105 = 1305 + 100 utilizo el siguiente procedimiento algebraico:

x+105 = 1305 + 100

x + 105 = 1405 se suman los términos de la derecha
x+ 105 + (-105) = 1405 + (-105) se suma a ambos lados —105
x+0=1300 por propiedad del elemento inverso aditivo
x = 1300 por propiedad del elemento neutro aditivo

¢Cémo resolveriala ecuacion anterior de manera apropiada para ser presentada a alumnos
de 6° bdsico?

Resuelva las siguientes ecuaciones de dos formas distintas, pensando en cémo se pueden
presentar a alumnos de 6° basico.

ad. x+380=377 + 66 h. 11x=44-21 C.x+33:-7=37-33

En los ejemplos previos, hemos cancelado sumandos y factores. El cancelar sumandos se

sustenta en la propiedad 3 de la igualdad, que no tiene restricciones y, por lo tanto, siempre se
puede realizar. En cambio, cancelar factores se sustenta en la propiedad 4 de la igualdad, que solo
vale si el factor que se cancela es distinto de 0. El riesgo de cometer el error de cancelar un factor
nulo solo se presenta al cancelar un factor cuyo valor no conocemos, pues involucra a la incégnita
y podria ser nulo. Para ilustrar este riesgo, veamos la resolucion de la ecuacion que sigue.

Ejemplo

Un profesor plantea el ejercicio de resolver la ecuacién 2 (x + 3) =x +6

Un alumno responde que no tiene solucién. El procedimiento que utilizd es el siguiente:
2x+6=x+6.

2x=x

2=1
El error de este alumno es haber supuesto que el factor x se podia cancelar. Al realizar
esta cancelacion, se estd suponiendo que x tiene inverso multiplicativo, lo que es falso
cuando x = 0. En este caso, justamente x = 0 es la solucion de la ecuacién. Esto pode-

mos comprobarlo remplazando x por 0 en la ecuacién original o en sus ecuaciones
equivalentes. La cancelacién correcta luego de obtener la ecuacion:

2x=x
debid ser descomponer 2x = x + x, obteniendo que:
X+x=Xx

y cancelando el sumando x, obtenemos que:

x=0.
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Como se ha advertido antes, las ecuaciones lineales no siempre tienen una tinica solucién y,
por lo tanto, se necesita una gran claridad respecto de la validez de los pasos seguidos para inter-
pretar los resultados obtenidos. En la seccidn siguiente, veremos ejemplos donde no se obtiene
una solucién tnica y analizaremos los posibles casos que podrian ocurrir en cuanto a la existencia
y la cantidad de soluciones.

Ejercicios

1. Explique cémo resolver las siguientes ecuaciones usando cancelacion:

4. 2x+5=3x+3
D.5(x+1)-5=(x+1)+4
C.8x+3(x-1)=2x+x-1+5

2. Escriba tres ecuaciones que tengan solucion x = 5.

2.4 Existencia y cantidad de soluciones

En esta seccién, discutiremos las soluciones de las ecuaciones lineales, que como vimos en
la Seccién 1, podrian no tener solucion o su solucién podria no ser unica. Para hacer este estudio
de manera sistematica, es conveniente escribir las ecuaciones de la forma:

ax+b=0,

donde a y b son numeros dados, pero que podrian ser cualesquiera y ,por lo tanto, podrian ser
incluso nulos. La existencia y cantidad de soluciones dependerd crucialmente de que a sea o no
sea 0. Esa posibilidad no es tan extrafia como podria parecer. Veamos un ejemplo.

Ejemplo
Consideremos la ecuacion:
3-(x+1)=-5x-(4-4x),
y su resolucién:
3-x-1=-5x-4+4x
2-x=-x-4
2=-4.
Evidentemente, esta ecuacion no tiene solucion. Para ver la relacion entre este hecho y
los valores de a y de b en la ecuacién lineal ax + b=0, observamos que si sumamos 4 a

ambos lados del signo igual, tendremos que la ecuacion original es equivalente a 6 = 0,
la cual es efectivamente una ecuacién del tipo ax+ b=0,cona=0y b =6.
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Veamos un ejemplo donde la solucién no es tnica.

Ejemplo
Consideremos la ecuacion:
3+2(x-1) =2(1+x) -1,
cuya resolucioén resumimos como sigue:
2(x-1)=2x-2
2(1+x) =2+2x
3+2x-2=2+2x-1
1+2x=1+2x

De la tltima ecuacion, es evidente que la igualdad serd siempre cierta, cualesquiera
sea el valor que tome la incégnita x. Es decir, todos los posibles valores de x resuelven
la ecuacién, por lo que tiene una infinidad de soluciones. Para reconocer en ella la
ecuacion general, podemos sumar a ambos lados (- 1 - 2x) y obtener la ecuacién
equivalente 0 = 0, que es una ecuacion del tipo ax+b=0,cona=0y b =0.

Hemos mostrado que ecuaciones que a priori no parecen distintas de aquellas que tienen
solucién tnica se transforman en ecuaciones equivalentes del tipo ax + b = 0, pero con a = 0 0 con
a=b =0y, por lo tanto, no tienen una tnica solucion.

Resumiendo estas posibilidades, podemos distinguir los casos que nos llevardn a encontrar
solucion tnica, inexistencia de solucién o infinidad de soluciones dependiendo de los valores que
puedan tomar los niimeros a y b en la ecuacion general:

ax+b=0.

Notemos, en primer lugar, que si a # 0 entonces, independientemente del valor de b, 1a solu-

cién de la ecuacién serd el niimero:
b

Por lo tanto, siempre que a # 0, cualesquiera sean los nimeros a y b, la ecuacion tendrd una tinica
solucion. En cambio, si a = 0, tendremos dos posibilidades:

Caso1l:6=0

En este primer caso, la ecuacion ax + b = 0 dird 0x + 0 = 0. Esto es lo mismo que decir 0 = 0,
que es siempre cierto, independiente de los valores que tome x. Es decir, la igualdad serd cierta
para todos los posibles valores de x y, entonces, cualquier niimero es solucién de la ecuacién, por
lo que tiene una infinidad de soluciones.

Caso2:6=0

En el segundo caso, la ecuacion ax + b =0 dird 0x + b = 0, es decir, 0 + b = 0. Esto es imposible,
pues estamos suponiendo que & 0. Asi, no habrd ningtin valor de x que haga cierta la igualdady,
por lo tanto, la ecuacion no tiene solucién.
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Para pensar

» ;Esposible que una ecuacion lineal tenga exactamente dos soluciones?
» Si usted encuentra dos niimeros que son solucién de una ecuacién lineal ;qué
puede decir respecto de sus soluciones?

En resumen

La ecuacion lineal ax + b = 0:

« tiene una tinica solucién sia = 0

« tiene infinitas soluciones, pues todos los niimeros son solucién, sia=0y b =0
+ no tiene solucién, sia=0y b = 0.

Ejercicios de la seccion

1. Dibuje una balanza para cada una de las siguientes ecuaciones, utilicela para encontrar el
valor de la incognita.

A 2x+3=x+7 D.x+7=4x+1 C.3x+2=9

2. Se quiere saber el peso de los cubos y para ello se ponen en una balanza unidades de peso.
Escriba la ecuacion para cada una de las siguientes balanzas:

a. b. 1 1
I 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1
3. Utilice diagramas para resolver las siguientes ecuaciones:
3
a.3x-3=15 D.5x+3=2x+7 C. gx+4=x

4. Encuentre el valor de los lados iguales de un tridngulo isésceles, sabiendo que son 3 cm
mas grandes que el tercer lado y que el perimetro del tridngulo es 18 cm.

5. Unala ecuacion del lado izquierdo con la ecuacién equivalente del lado derecho:

a5(x-1)=2(x+1)+5 2x+1:g

D. 4x=3 0,125x-15=-5
C.12x=6x+2 3x=1

d. é(x—10)=—33 x=4
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6. Resuelva las ecuaciones:

2.6(x-2)+10=x+14 d. 15x + 25 =40
1 4
D.2(1+x)=3(x-1)-x e, —+b5x=—
3 3
2 3
C.2(x+1)=3(x-1)-x+5 f. 3(8—2x)=gx+g
/. Paracada una de las ecuaciones que siguen, plantee un problema y resuélvalo:
a. 2x+ 100 =500 £.24-6=18
b. x—15—l(x+15)=50 f. 0,8 P+ 3.000 = 35.000
3
4 X 1 x
Z(x-95)= . —+x+—-—=35
C. 5(x 25)=35 g 9 )
0202 N 2(3C-4)+2=66
2 4

8. Justifique cada uno de los pasos que permiten resolver las siguientes ecuaciones:
2x

Yl
3

ad. 3x=4 =20 C. -4x+2=10

9. Resuelva los siguientes problemas utilizando ecuaciones. Indique claramente las cantida-
des desconocidas involucradas, cémo se deduce la ecuacion, el procedimiento usado para
su resolucion y la interpretacién de la solucion en el contexto del problema.

a. Para ingresar a un gimnasio, se debe pagar una matricula de $20.000 y cada mes la men-
sualidad es $15.000. Un socio que ingresa da un cheque por $80.000, ;cudntos meses
pagd?

D. Paula corrié 4 km el dia lunes, el martes corrié 2 km mds que el miércoles, el jueves corrid
2/3 delo que corrid el miércoles y el viernes corrié el doble que el jueves. Si ella corrié exac-
tamente 30 km de lunes a viernes, ;cudnto corri6 el martes, miércoles, jueves y viernes?

C. En una librerfa, las ventas de dos afios fueron de $36.000.000. Las ventas del segundo afio
fueron un 40% mds que las del primer aflo. ; Cudles fueron las ventas de cada afio?

(. En la billetera de Elisa hay $54.000, en billetes de $5.000, $2.000 y $1.000. Ella tiene el do-
ble de billetes de $5.000 que de $2.000 y los billetes de $1.000 son 2 mas que los billetes de
$5.000. ; Cuantos billetes de $5.000 tiene Elisa?

€. Alejandray Sofia reciben la misma mesada. Alejandra gast6 $700 en un lapiz y Soffa gastd
$300 en un paquete de chicles, después de lo cual Alejandra tiene 4/5 de lo que le queda a
Sofia. ;Cuanto es la mesada de cada nifia?

10. Enlaecuacion 19x + p = 18, qué valores puede tener p para que:

d. x sea un ndmero natural

D. x sea un nimero entero
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3. Sistemas de ecuaciones lineales

Como estudiamos en la seccién anterior, la resolucién de muchos problemas de enunciado
involucra plantear y resolver ecuaciones lineales. Hay muchas situaciones que involucran varias
cantidades desconocidas, las cuales estan relacionadas entre si. Estas relaciones muchas veces
se expresan a través de ecuaciones lineales con mas de una incégnita, las cuales forman lo que
llamaremos un sistema de ecuaciones.

Civilizaciones muy antiguas resolvian problemas matematicos relacionados con sistemas
de ecuaciones lineales, los que surgifan del modelamiento de un problema concreto. El siguiente
problema se encuentra en un antiguo texto babilénico:

. - 2 , - 1
Uno de dos terrenos tiene un rendimiento de 3 sila por sar; el segundo tiene un rendimiento de 5

sila por sar'. La produccion del primer terreno fue 500 silas mds que la produccion del segundo.
El drea de los dos terrenos juntos es de 1.800 sar. ;Qué tan grande es cada terreno?

Este problema lo podemos describir mateméticamente de la siguiente manera. Si denota-

mos las dreas desconocidas con x e y, entonces la produccion del primer terreno es 2 x.yladel
3
segundo es % y - Como la produccién del primer terreno fue de 500 silas més que la del segundo,

tenemos que:

2 X ! 500
—x ==y +500.
3 2 J
Ademads, como el drea de ambos terrenos es 1.800 sar tenemos que:

X +y=1.800,

y, por lo tanto, el problema se puede describir mediante el siguiente sistema de dos ecuaciones

con dos incognitas:

2 1
—x=—y+500,
3 2

x+y=1.800.

Los chinos también estudiaron problemas que se pueden plantear en términos de un siste-
ma de ecuaciones. En el capitulo 7 del libro matematico chino Jiuzhang se encuentra el siguiente
problema:

El precio de 1 acre de tierra buena es 300 piezas de oro y el precio de 7 acres de tierra mala es
500 piezas de oro. Uno ha comprado en total 100 acres con un precio de 10.000, ;cudnta tierra
buena y cudnta tierra mala fueron compradas?

Si denotamos las dreas de tierra buena y mala en acres por x e y respectivamente; entonces la

cantidad total de tierra que se ha comprado estd dada por x + y = 100. Cada acre de tierra buena

500
cuesta 300 piezas de oro y cada acre de tierra mala cuesta K3 piezas de oro. Asi, los acres de

00
tierra buena cuestan 300x piezas de oro y los acres de tierra mala cuestan 3 Y piezas de oro.

1 Silay sar son medidas de la cantidad de produccion y del drea, respectivamente.
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Entonces, el precio total de la tierra comprada es 300x + 5% ¥ =10.000. Por lo tanto, el problema

se puede describir mediante el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

500
300x + — y =10.000,
X+ y =100.

En esta seccién abordaremos el estudio de sistemas lineales de dos ecuaciones y dos incég-
nitas, los cuales tienen la forma:
ax+by=c,

dx+ey=f.

Donde a, b, ¢, d, ey fson niimeros que suponemos conocidos y x e y son las incognitas a determi-
nar. Nuestro principal propésito en esta seccion es abordar cdmo plantear sistemas de ecuaciones
lineales a partir de problemas. También trataremos la resolucién algebraica de sistemas lineales
a partir de lo estudiado en la Seccidn 1 de este capitulo.

Es importante notar que, si bien los sistemas de ecuaciones no estén presentes en el curricu-
lo escolar de ensefianza basica, estos si aparecen implicitamente en diversos tipos de problemas.
De hecho, en la seccién anterior vimos varios ejemplos de problemas escolares en donde aparece
mas de una cantidad desconocida. Los nifios y las nifias de educacién basica pueden resolver
problemas que involucran dos o més cantidades desconocidas aprovechando relaciones entre
las ecuaciones, y también mediante el uso de balanzas y diagramas de barras, métodos que se
sustentan en relaciones entre numeros y operaciones y las propiedades de la igualdad. Abordar
este tipo de trabajo promueve una actitud favorable a la resolucién de problemas, ayuda a desa-
rrollar el sentido numérico y a comprender el significado de la igualdad, y prepara a los nifios y
nifias para el futuro trabajo con sistemas de ecuaciones que se abordan en la educacién media.

3.1 Resolucion algebraica de sistemas de ecuaciones

En esta seccién, abordaremos la resolucion algebraica de sistemas lineales de dos ecuaciones
y dos incégnitas de la forma:
ax+by=c,

dx+ey=f.

Donde a, b, ¢, d, e, fson niimeros que suponemos conocidos y x e y son las incdgnitas. Para esto,
recordaremos los procedimientos discutidos en el apartado I1.1.3.

La clave para resolver sistemas de ecuaciones es usar las propiedades de la igualdad para
obtener un sistema de ecuaciones equivalente, para el cual sean evidentes las soluciones. Re-
cordemos que si manipulamos un sistema usando las propiedades 3 y 4 de la igualdad, con la
precaucion de no multiplicar o dividir ambos lados de la ecuacién por cero, obtendremos un
sistema equivalente.
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Ejercicios

1.

Ecuaciones e inecuaciones

Escriba los siguientes sistemas en la forma:
ax+by=c

dc+ey=f

Identificando a, b, ¢, d, ey f. Justifique el razonamiento usado identificando las propiedades
de la igualdad utilizadas.

2(3-x)-5=2(5x+4 1
a. ( X) ( X+ y) _(3x_5)+y :4—1
6(x+y-1)=3(x-1)+2 o 3 5
3 1
; 4x-2y=22 Z(I—Sx)—§y=—4(x—2y)
- 3x+5y =49
Determine qué pares de valores son soluciones del sistema de ecuaciones:
4x-2y =122
3x+5y =49
a.x=5y=-1 D.x=3,y=8 C.x=8y=5 d x=-8y=-5
Para el sistema de ecuaciones:
3x-y=1
x+y =3

encuentre niimeros X, yo tales que:

d. Xo, Yo sea solucion de la primera ecuacion, pero no de la segunda.
D. Xo. Yo sea solucién de la segunda ecuacién, pero no de la primera.
C. Xo, Yo 1o sea solucion de ninguna de las ecuaciones.

(. Xo, ¥o sea solucion del sistema.

La solucién de un sistema puede ser encontrada de distintas maneras. No hay una forma

unica de proceder, solo hay que preocuparse de que cada paso realizado entregue una ecuacion
equivalente. Sin embargo, dependiendo del sistema, puede que un procedimiento sea més sencillo
que otro.

Como vimos en el apartado I1.1.3, una idea clave para resolver sistemas es expresar (o des-

pejar) una incégnita en términos de la otra, y sustituir esa relacién para obtener una ecuacion
lineal que involucre solo una incdgnita. llustraremos este método mediante el siguiente ejemplo.
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Ejemplo
Determinemos la solucién del sistema.
3x+2y=-1

x=-3y =7

Haremos todos los pasos para recordar los procedimientos discutidos en el aparta-
do IIL.1.3, y, en particular, veremos por qué usar una sustitucién entrega un sistema
equivalente.

Observemos que el coeficiente de la incégnita x en la segunda ecuacién es igual a 1,
por eso nos conviene despejar la incégnita x usando la segunda ecuacién. Para esto,
sumamos a ambos lados de la segunda ecuacién 3y, y obtenemos que x =7 + 3y. Asi,
los sistemas siguientes son equivalentes:

3x+2y= -1 3x+2y=-1
x=-3y =7 Y x=7+3y

Ahora, sustituimos la expresién para x en la primera ecuacién 3 (7 + 3y) + 2y = -1.
Para justificar esta sustitucion a partir de las propiedades de la igualdad, podemos
razonar de la siguiente forma: como x = 7 + 3y, tenemos que 3x + 2y =3 (7 + 3y) + 2y
por las propiedades 3 y 4. Como 3x + 2y = -1, entonces por transitividad (propiedad
2 de la igualdad) obtenemos que 3 (7 + 3y) + 2y = -1.

Se puede verificar (ejercicio) que los sistemas:

3x+2y= -1 3(7+3y)+2y=-1
x=7+3y x =7+3y

son equivalentes, y por lo tanto el dltimo sistema es equivalente al sistema original.
Resolver el ultimo sistema es sencillo, ya que la primera ecuacién no involucra a x, y
su valor se obtiene reemplazando el valor de y en la segunda ecuacion.

Observamos que la primera ecuacion del dltimo sistema se puede escribir como

11y + 21 = -1. Para resolver esta ecuacion, partimos sumando —21 a ambos lados de
1

la igualdad, obtenemos que 11y = -22 y luego multiplicamos la ecuacién por TR

obtenemos que y = -2.

Reemplazando y = -2 en la ecuacién x = 7 + 3y, obtenemos que x=7 + 3(-2) =7-6=1.
Es decir, la solucién del sistema original serd x=1e y = -2.

Este ejemplo fue resuelto de manera detallada, para explicar por qué es valido hacer la sus-
titucién. Una vez que se entiende por qué funciona que este procedimiento produce sistemas
equivalentes, no es necesario justificarlo nuevamente. Veamos otro ejemplo.
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Ecuaciones e inecuaciones

Resolvamos el sistema:
3x-2y=1
4x+y =-3.
El coeficiente de la incdgnita y en la segunda ecuacion es igual a 1, y por eso nos
conviene despejar esta incégnita de la segunda ecuacién, obteniendo que y = -3 - 4x.

Reemplazamos esta expresion para y en la primera ecuacion y obtenemos la siguiente
ecuacion:

3x-2(-3-4x)=1.

Queda como ejercicio al lector resolver esta ecuacién para obtener que x=- o
Reemplazando este valor de x en la relacion obtenida para la incégnita y, es decir
y=-3- gx, obtenelrgos y=- E Por lo tanto, la solucién del sistema de ecuaciones
esx:—ﬁ ey=—ﬁ.
También podriamos haber despejado la incégnita x de la primera ecuacién, obte-
niendo x = ﬂ Sustituyendo este valor de x en la segunda ecuacién, obtenemos
la siguiente ecuacioén con la incégnita y:
1+2y

3

. L 13 .
Resolviendo esta ecuacion, obtenemos y =- I y si reemplazamos este valor en la

+2y

4

+y=-3,

. P, . 1 5 .
expresion para la incégnita x, es decir x = , obtenemos que x =- It La solucion

es, por supuesto, la misma, pero al hacerlo de esta ultima forma los célculos fueron
un poco mas complicados.

A veces no es necesario hacer una sustitucion para resolver el sistema, sino que se puede
tratar de sumar o restar las ecuaciones para obtener una que involucre solamente una incégnita.
Por ejemplo, en el siguiente sistema de ecuaciones, los coeficientes de la incognita y se diferencian
solamente en el signo, son 4y —4.

2x+4y =9
x—4y =-3

Podemos sumar ambas ecuaciones, usando la propiedad 5 de la igualdad, y obtener la ecua-

cion:

2x+4y =9
+

x—4y =-3

3x =6
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Se puede ver que los sistemas:
2x+4y =9 2x+4y =9
x-4y =37 3x =6
son equivalentes.
Este ultimo sistema es sencillo de resolver. De la ecuacién 3x = 6 obtenemos que x = 2. Al

. . 5
remplazar este valor en la primera ecuacion, obtenemos que 4 + 4y =9, de donde y = "

Ejercicio

En el ejemplo anterior, podriamos haber usado cualquiera de las dos ecuaciones originales
para resolver el sistema. Justifique esto probando que los sistemas de ecuaciones:

2x+4y =9 y x-4y=-3
x-4y =-3 3x =6
son equivalentes.

Tal como ocurre en el caso de las ecuaciones, puede pasar que un sistema de ecuaciones
no tenga solucion o que tenga infinitas soluciones. Ilustraremos estos casos con los siguientes
ejemplos.

Ejemplos
1) Encontremos dos niimeros reales que sumados den 6 y que el doble de su suma
sea 4.

Denotamos a los dos nimeros con x e y. Queremos encontrar x e y tales que
X+y=6Yy2(x+y)=4 esdecir:
X+y =6
2x+2y =4

Despejamos la incognita x de la primera ecuacién y obtenemos x = 6 — y. Reem-
plazamos este valor en la segunda ecuacién y obtenemos la siguiente ecuacién en
la incégnita y: 2 (6 - y) + 2y = 4. Observamos que esta ecuacion es equivalente a
0y = 8, por lo tanto, la igualdad no se cumple para ningtin valor de y. Asi, conclui-
mos que el sistema de ecuaciones no tiene ninguna solucion.

Otra forma de ver por qué este sistema no tiene soluciones es dividiendo ambos
lados de la segunda ecuacién por 2, lo que nos entrega que x + y = 2, y asi obtene-
mos el sistema de ecuaciones equivalente

X+y=6
X+y=2

Claramente, este sistema de ecuaciones no tiene soluciones, porque no existen
valores de x e y cuya suma sea 6 y 2 simultdneamente.
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2) Encontremos dos niimeros reales tales que su suma sea 6 y su promedio sea 3.

. p X+ .
Queremos determinar nlimeros x e y talesque x + y =6y Ty =3, es decir, que

resuelvan el sistema:

X+y =6
lx+ly:3
2 2
Si despejamos la incognita x de la primera ecuacion, obtenemos que x = 6 - y. Reem-
plazamos esta expresion para x en la segunda ecuacién y obtenemos _Zy Lo ,

que solo tiene la incdgnita y. Al resolver esta ecuacion, obtenemos 0y = 0. Esta
igualdad se cumple para todo valor de y. Podemos verificar facilmente que si y es
un numero cualquiera y x = 6 - y; se satisfacen ambas ecuaciones:

x+y=(6-y)+y=6-y+y=6
lx+ly:l(6—y)+ly:§—ly+ly:3.
2 2 2 2 2 27 2

Otra forma de encontrar estas soluciones es multiplicar ambos lados de la segunda

ecuacion por 2, lo que nos da x + y = 6, y asi obtenemos el sistema de ecuaciones
X+y=6
X+y=6
Este sistema se reduce a una sola ecuacion con dos incégnitas x + y = 6, la cual
tiene infinitas soluciones, ya que si y es cualquier nimero, entonces al tomar

X =6 - y obtenemos una solucién. Por lo tanto, este sistema de ecuaciones tiene una
infinidad de soluciones.

En resumen

« Los procedimientos algebraicos para resolver los sistemas de ecuaciones lineales se
basan en el uso de las propiedades de la igualdad.

» Unaidea clave para resolver sistemas de ecuaciones es despejar una de las incégnitas
en términos de la otra, para luego sustituir esta expresion en la otra ecuacion.

» Los sistemas de ecuaciones lineales, al igual que las ecuaciones lineales, pueden no
tener solucion o tener infinitas soluciones.
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Ejercicios

1. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones

. y=3x+1 d —-3x+5y=-6 x-6y=17
. y=2x+5  x+4y =-15 v 5x+6y=13
b 2(3x-1)+5=2y . -2x+y=-3 ; 3x+2y =1
5(3-y)=0 3x+2y =8  3x+5y=7
) 2x-5(3-y) =2x ¢ 2x+y=-3  x-y=3
. 4X—y=0 —6X—3y:9 ' x+)/:9

2. En cada uno de los casos, determine una ecuaciéon de tal manera que el sistema formado
por esa ecuacion y x = 4y + 3:

a. No tenga solucion.

D. Tenga infinitas soluciones.

C. Tenga como solucién x = -5,y = 2.

3.2 Aplicacion de los sistemas de ecuaciones a la resolucion de problemas

Tal como hemos visto, hay muchos problemas cuya solucién involucra resolver ecuaciones
o sistemas lineales. Es clave saber cémo plantear sistemas lineales a partir de un problema. Para
esto, debemos enfocarnos en reconocer las cantidades desconocidas involucradas y expresar a tra-
vés de ecuaciones las relaciones entre ellas. Este proceso, que llamamos matematizar el problema,
puede ser realizado con la ayuda de diagramas o interpretando las relaciones directamente. Una
vez que se determinan estas cantidades desconocidas, resolviendo el sistema, hay que interpretar
la solucién del problema a la luz de la pregunta realizada.

Ejemplos

Algebra - REFIP

1) Una persona comprd en la feria 8 kg de paltas y 22 kg de papas por $16.800. La

préxima vez, con los mismos precios compré 20 kg de paltas y 16 kg de papas por
$26.400. Determine el precio de 1 kg de paltas y de papas.

Denotamos por x e y los precios de un kilogramo de papas y paltas, respectivamen-
te. La primera vez que comprd los productos la persona pagd 8x por las papas y
22y por las paltas. Como en total se pagd $16.800, tenemos que 8x + 22y = 16.800.
La segunda vez, la persona pagd 20x por las paltas y 16y por las papas, asi 20x +
16y = 26.400.

Obtenemos asf el siguiente sistema que relaciona a las incégnitas x e y:
8x+22y =16.800
20x +16y = 26.400

Para resolver este sistema, usaremos un procedimiento algebraico. Partimos divi-
diendo ambos lados de la segunda ecuacién por 4 y obtenemos que 5x + 4y = 6.600.



Ecuaciones e inecuaciones

Ahora, despejamos x en términos de y; esto se puede obtener de la ecuacién anterior si

1
restamos 4y a ambos lados de la igualdad y luego multiplicamos por —, obteniendo

, 6.600-4y . 6.600 4 4 5
asi x =————, es decir, x = & gy =1.320 - gy. Esto nos entrega el valor

de 1 kg de paltas en términos de 1 kg de papas. Si reemplazamos esto en la primera
ecuacion, obtenemos que
4
8 1320-—y +22y=16800,
de donde:

32
10.560 - ?y +22y =16.800.

Esta ecuacién solo involucra una incégnita y se puede resolver de manera algebrai-

ca. Partimos sumando los términos que incluyen a y para obtener:

78
10.560 + ?y =16.800.

78
Restando 10.560 a ambos lados de la ecuacion, obtenemos que " ¥ =6.240,de donde

4
¥ =400. Para obtener el valor de x, usamos que x =1.320 - —-400=1.000. Asi, el 1 kg
de paltas vale $1.000 y 1 kg de papas vale $400.

2) La distancia entre dos puntos de un rfo es de 80 km. Un barco recorre esta distan-
cia a favor de la corriente del rio en 4 h y en contra de la corriente del rio en 5 h.
Determine la velocidad del barco y la velocidad de la corriente del rio.

Denotamos con x e y la velocidad del barco y de la corriente respectivamente. Es-
tas velocidades se miden en km/h (kilémetros por hora). Para plantear el sistema,
usaremos la siguiente relacién conocida entre la distancia, velocidad y tiempo:

Distancia recorrida = velocidad de desplazamiento - tiempo transcurrido.

Si el barco se desplaza a favor de la corriente, la velocidad con la que se desplaza
serd la suma de su velocidad y la de la corriente, es decir, x + y. Mientras que si el
barco se desplaza contra la corriente, su velocidad de desplazamiento serd x - y.
Sabemos que el barco recorre los 80 km a favor de la corriente en 4 h. Asi, por la
formula de arriba, obtenemos que 4 (x + y) = 80.

De la misma forma, el barco recorre los 80 km en contra de la corriente en 5 h.
Usando la férmula que relaciona la velocidad de desplazamiento y la distancia
recorrida, obtenemos que 5(x - y) = 80. Asf, hemos planteado un sistema de ecua-
ciones para resolver el problema, el cual estd dado por el siguiente sistema de dos
ecuaciones con dos incdgnitas:

4(x+y)=80

5(x-y)=80

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos que x = 18 e y = 2. Queda como
ejercicio para el lector resolverlo.

Asi, hemos obtenido que la velocidad del barco es de 18 km/h y la velocidad de la
corriente del rio es de 2 km/h.

Capitulo II: Ecuaciones e inecuaciones 119



120

Ejercicios

Escriba en forma de una ecuacién con dos incdgnitas las siguientes situaciones:

a. El doble de un niimero menos el tercio de otro ntimero es igual a 3.
D. El promedio de dos niimeros es igual a 1,5.

C. Eltriple de un niimero mas 20 veces otro ntiimero es igual a 5.

Una lancha recorre 34 km a favor de la corriente de un rio en el mismo tiempo que recorre
26 km contra la corriente. La velocidad propia de la lancha es de 15 km/h. Determine la
velocidad de la corriente del rio.

Emilia, Antonia y Tomds juntan laminas de un dlbum. Entre Antonia y Emilia tienen 24
ldminas y Antonia con Tomds tienen 30 ldminas. Emilia tiene 6 1dminas menos que Tomas.
;Cuantas ldminas tiene cada uno?

Invente un problema con contexto que pueda ser modelado por el sistema x + y = 30,
2x-y=15.

Invente un problema de enunciado cuya resolucion involucre resolver el sistema x — y = 40
yx =y + 12. Observe que el sistema no tiene solucién.

En resumen

Los sistemas de ecuaciones lineales nos permiten describir y resolver problemas.
Para ello, debemos reconocer las cantidades desconocidas y expresar las relaciones
entre ellas mediante ecuaciones.

Debemos interpretar la solucion del sistema de acuerdo a la pregunta realizada.

Ejercicios de la seccion

Resuelva las siguientes ecuaciones usando balanzas y explicando la validez del procedi-
miento utilizado:

3x =y b 2x+5=y
y+7=6x ' 2y+x=15
Considere el siguiente problema:

En un corral hay conejos y gallinas. Determine el nimero de conejos y gallinas en el corral, si
se sabe que hay 15 cabezas y 44 patas.

Resuelva el problema utilizando dos procedimientos distintos, uno de ellos apropiado para
ser presentado a nifios y nifias de cuarto basico.
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Resuelva el siguiente problema explicando claramente las sustituciones realizadas.

Josefa corrid de lunes a viernes. El martes y miércoles corrid lo mismo que el dia lunes. Eljueves
corrio 2 km menos que el martes, y el viernes corrid la mitad que el jueves. En la semana ella
corrio en total 24 km. ;Cudntos km corrio Josefa cada dia?

Determine si el par de ndmeros x = 1, y = 2 es solucién de las siguientes ecuaciones con dos
incégnitas:

ad. 2x+2y=5 C.3x-2y=-1

h.x-2y=1 b -x-2y=-4

Despeje la incdgnita y en términos de x, en cada una de las ecuaciones:

A 3x+y=-2 C.2x-1)+3(2-y)=5x-y-2

. -5x+2y=4

Resuelva los sistemas de ecuaciones justificando los pasos realizados.

y:2x+1 2_X—-}/:2 x+y:2
. g.
5x-2y=-2 3x-2y=3 / -x+2y=4
X=6-y . x-2y=1 h 4x+3y=-1
~2x+3y=4 . 3x+6y=-2  x-3y=11
5x-3y=14 4x+y =-2 . -2x+4y=-11
2x+y =10 k 8x-2y=4 . dx+4y-=1

3
Hace 6 afios, la edad de Enrique era los Y delaedad de suhermanay, dentro de 6 afios, 4 ve-

ces la edad de Enrique serd 5 veces la edad de su hermana. Determine las edades actuales.

Un zorro, al ser perseguido por un galgo le lleva 50 saltos de ventaja, y da 4 saltos mientras
el galgo s6lo da 3; pero 2 saltos del galgo equivalen a 3 saltos del zorro. ; Cudntos saltos debe
dar el galgo para alcanzar al zorro?

El cociente de dos niimeros es 6 y el resto es 11. ;Cudles son estos niimeros, si su suma
es 1797

Dos llaves de agua quedan abiertas durante 25 minutos la primera y durante 28 minutos la
segunda. En ese periodo suministran 1.465 L de agua. Pero si la primera queda abierta 20
minutos y la segunda queda abierta 21 minutos, sélo suministran 1.130 L de agua. ;Cudn-
tos litros de agua por minuto suministra cada llave?

Un adorno compuesto de oro y plata pesa 593 g. Su volumen es de 41 cm®. Calcule el peso
del oro y de la plata que contiene el adorno, sabiendo que un centimetro ctibico de oro pesa
19 g y que uno de plata pesa 10,5 g.
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4. Ecuaciones cuadraticas

Enla Seccidn 2 estudiamos ecuaciones de la forma ax + b= 0 con a y b como niimeros conocidos
y xla incégnita a determinar. Hay muchos problemas que involucran ecuaciones donde la incdg-
nita aparece en una expresion algebraica mas compleja, la que puede involucrar potencias de la
incdgnita. En esta seccion estudiaremos ecuaciones de la formax” + bx + ¢ = 0, que se denominan
cuadrdticas o de segundo grado.

Las ecuaciones cuadraticas fueron estudiadas por civilizaciones de la antigiiedad. En tablillas
del periodo babil6nico Arcaico (2000- 1600 A.C) aparecen una serie de problemas que actualmen-
te se modelarian con una ecuacién cuadratica. Uno de ellos es:

1
He sumado 7 veces el lado de un cuadrado y 11 veces el drea, obteniendo 62.

Veamos cémo describir este problema mediante una ecuacién cuadrética. Si llamamos x al
lado del cuadrado, entonces el drea de dicho cuadrado es x* por lo que x debe cumplir:
|
Tx+11x"=6—.
4
La solucion que aparece en la tablilla es un procedimiento en que se enuncian instrucciones a

seguir para obtener el resultado. Este consiste en una serie de operaciones que entregan 0,5 como
el valor buscado. Al resumir todos los pasos, aparece la expresion:

/ 1
—7+,[7?+4-11-6—
4

2-11

~ —b+./b*+4ac

X =
2a

X =

la que corresponde a:

1
para los valores a = 11, b = 7y ¢ = —-6—. La formula anterior, que podemos recordar de la educacién

media, surge a partir un procedimiento algebraico para determinar las soluciones de la ecuacién
ax’ + bx + ¢ = 0. As, se puede inferir que los babilonios conocfan el procedimiento general para
resolver problemas de ecuaciones cuadraticas.

Expertos en historia de la matematica afirman que los procedimientos de los babilonios no
eran algebraicos, sino que geométricos. Consistian en la yuxtaposicion de figuras planas, tales
como cuadrados y rectangulos, y su descomposicion en figuras de areas equivalentes. Si bien el
procedimiento usado aparentemente es aritmético, en realidad, los nimeros y las operaciones
hacen referencia a la construccién de cuadrados, y el calculo de raices corresponde a calcular la
medida de sus lados.

Veamos por qué la ecuacion cuadrética estd relacionada con la construccion de cuadrados.
Para que el procedimiento sea mas claro, consideraremos una ecuacién de la forma x* + bx = d, es
decir, d = —c. Supongamos que by d son nimeros positivos y que estamos buscando una solucion
positiva. El lado izquierdo de la igualdad x* + bx = d es el 4rea de la figura que resulta al yuxtaponer
un cuadrado de lado x y un rectdngulo de lados & y x, como se muestra en la Figura II. 11:
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Figura Il 11

Si dividimos el rectdngulo de lados & y x en dos rectdngulos de lados g y x,y cada uno lo

yuxtaponemos al cuadrado de lado x, como se muestra en la Figura II. 12, obtenemos que la suma
del cuadrado de lado x y el rectangulo de lados b y x tiene la misma drea que la siguiente figura:

—
b
2

Figura II. 12.

b
Si yuxtaponemos a esta figura un cuadrado de lado > como se muestra en la Figura II. 13,

b
obtenemos un cuadrado de lado x + 5 :

=
+
|

Figura Il 13

2

b
Si a la expresién x* + bx le sumamos VE que es el rea del cuadrado de lado > obtenemos que
2

x*+bx+ s es el drea del cuadrado de lado x + o Por lo tanto, la ecuacién original x* + bx = d se

puede escribir como:

Capitulo II: Ecuaciones e inecuaciones

123



124

b
Es decir, se busca un cuadrado de lado x + 5 cuya drea sea d + (%)2 .Como el lado de un cua-

drado es laraiz cuadrada de su drea, obtenemos que la solucién es

x+%=m,esdecir X:_%er-

El procedimiento utilizado para encontrar una solucién positiva de la ecuacién se denomina
completar el cuadrado, y su significado geométrico salta a la vista. En el procedimiento, siempre
supusimos que la incégnita x era positiva y que by d son positivos. Usando un procedimiento
algebraico, que se basa en la idea de completar el cuadrado, encontraremos la solucion en el caso
general.

La visualizacion geométrica de las ecuaciones cuadréticas aparece también en el Teorema
de Pitdgoras. Por ejemplo, la ecuacién x* + 9 = 12? se puede visualizar mediante un tridngulo del
que se conocen la medida de la hipotenusa y de uno de los catetos. Asi, x representa la longitud
del otro cateto:

12

Figura II. 14

El valor de x satisface x* + 81 = 144, si restamos 81 a ambos lados de la ecuacién, obtenemos que
la medida del cateto x cumple que x* = 63. Asi, estamos buscando un ntimero positivo x cuyo

cuadrado es 63, es decir x = \/@ .

4.1 Resolucion de ecuaciones de la forma x*=d

Vamos a partir estudiando el tipo de ecuacion cuadratica mas sencilla, aquella de la forma
x* = d. Tlustraremos el procedimiento mediante la ecuacién del ejemplo anterior, x* = 63. Las
soluciones de esta ecuacion se expresan muchas veces como x = +/63 y es importante saber
qué razonamiento nos lleva a esta respuesta, en particular, debemos ser precisos con respecto
al significado de + . Para este fin, utilizaremos la siguiente identidad (suma por diferencia), que
vimos en el apartado 1.1.5, 1a cual es vélida para cualquier par de niimeros reales x, y:

-y =(-y) (x+y).
Usando esta identidad y recordando que 63 = J63 * tenemos que:
x*-63=x" —\/@2 =(x—\/§)(x+\/§).
Asf, la ecuacién x* = 63 es equivalente a:
(x—\/@)(yux/@)zo.

Para resolver esta ecuacion, recordamos que el producto de dos nimeros es 0, si al menos uno
de los dos ntimeros es 0 (Teorema II.1 del apartado I1.1.2). Por lo tanto, para cumplir la igualdad
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se debe tener que: x - V63 =0, es decir x =+/63, 0 bien x +~/63 =0, 0 sea x = -+/63 . Concluimos
que la ecuacién x* =63 tiene dos soluciones, una de ellas es /63 yla otra es —/63. Debemos

entender que la expresion “x =++/63 " indica que la igualdad es verdadera si la incognita x toma
el valor \/E o el valor —\/@ .

En el ejemplo de la Figura II. 14 obtenemos que el largo del cateto es \/63 y descartamos la
otra solucidn, pues no tiene sentido un valor negativo en esta situacion. Al usar dlgebra para resol-
ver problemas, es muy importante discutir las soluciones obtenidas por métodos algebraicos a la
luz del problema original. En este caso, este andlisis nos llev a descartar una solucién algebraica.

El procedimiento para encontrar las soluciones de la ecuacién x* = 63 es vélido si remplaza-
mos 63 por cualquier otro niimero positivo o cero. Por lo tanto, si d no es negativo, las soluciones
de la ecuacién x> = d son x=+/d yXx= -/d . La demostracién de este resultado queda como
ejercicio para el lector.

Para completar el estudio de la ecuacién x* = d, nos falta considerar el caso en que d < 0. Aqui
la ecuacion no tiene ninguna solucién, porque no existe ningtin nimero real x cuyo cuadrado sea
negativo.

El siguiente teorema resume el estudio de las soluciones de la ecuacién x* = d.

Teorema Il.2

Considere d un ntimero real. La ecuacién x> = d tiene:
a) Dos soluciones distintas dadas por x=~/d y x =-+/d, cuando d > 0.
h) Solamente una solucién dada por x = 0, cuando d = 0.

) Ninguna solucién, cuando d < 0.

Si bien este teorema solo abarca las ecuaciones del tipo x* = d, también puede ser aplicado
sila ecuacién es de la forma (x + b)* = d.

Teorema I.3

Considere b y d niimeros reales. La ecuacion (x + b)* = d tiene:
a) Dos soluciones distintas dadas por x =-b+ Jd yx=-b- Jd., cuando d < 0.
b) Solamente una solucién dada por x = -4, cuando d = 0.

€) Ninguna solucién, cuando d < 0.

La demostracion de este resultado queda como ejercicio para el lector.

Como veremos més adelante, cualquier ecuacion cuadratica es equivalente a una ecuacion
del tipo (x + b)* = dy, por lo tanto, podremos estudiar sus soluciones. Veamos un ejemplo en que
la solucion serd obtenida transformando la ecuacion en una de este tipo, usando la identidad del
cuadrado del binomio.
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Ejemplo

Se sabe que en un rectingulo de drea 6 cm® uno de sus lados mide 2 cm més que el
otro. ;Cudnto mide cada lado?

L+2

Para resolver este problema, denotamos por L el lado desconocido de menor medida,
entonces, el otro lado del rectangulo estard dado por L + 2. Asi, el rea del rectangulo
estd dada por L (L + 2) que, por los datos del problema, es 6. Por lo tanto, se debe
cumplir la igualdad:

L(L+2)=6

la cual es equivalente a L + 2L = 6.

Para resolver esta ecuacion, trataremos de completar un cuadrado, lo que significa es-
cribir el lado izquierdo de la ecuacion (el que involucra la incégnita) como el cuadrado
de una expresion algebraica, para asi usar de manera apropiada el Teorema I1.3 para
resolver la ecuacion. Para hacer esto, recordamos la identidad del cuadrado de binomio
que vimos en el apartado I.1.5, que se cumple para cualquier par de niimeros x e y:

(x+y)?=x*+2xy+y"

Asf, remplazando x por L e y por 1,obtenemos que (L + 1)* = L* + 2L + 1 para cualquier
valor de L. Volviendo a nuestro problema, vemos que si sumamos 1 a ambos lados de
la ecuacion, obtenemos que esta es equivalente a:

LI’+2L+1=7,
es decir, (L +1)*=7.
Para resolver esta ecuacion usamos el Teorema I1.3, de donde obtenemos que la ecua-
ci6n se satisface cuando L+1=+/7 0 L+1=-+/7 , es decir, la ecuacién tiene dos solu-

ciones: L=-1+~/7 y L=-1-+/7.Como —1+\/7>0y—1—\/7<0,1a1’1nicasolucién
es L=-1++/7. As, los lados del rectangulo son —1+\/7y “1++4/7 +2=1+4/7.

Para pensar

,Como explicarfa la resolucién del problema anterior usando un procedimiento
geométrico?

Ejercicio

Demuestre los Teoremas I1.2 y IL.3.
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4.2 Solucion general de la ecuacion cuadratica

En esta seccién estudiaremos como resolver cualquier ecuacion cuadrética. Vamos a partir
definiendo lo que es una ecuacién cuadratica.

DefiniciéonII.4  Diremos que una ecuacion es cuadratica o de segundo grado, si es
equivalente a una ecuacion de la forma
X+bx+c=0
donde by ¢ son niimeros reales y x denota la incognita a determinar.

1
Por ejemplo la ecuacién (x—l)x—;x+5:0 es una ecuacién cuadratica, ya que
8
(x- 1) x=x* - x, por lo que la ecuacién es igual a x> - ;x +5=0, la cual es de la forma anterior

8
con b=——yc=5.
7Y

Ejercicio

Verifique si las siguientes ecuaciones son cuadraticas:

a. (2a-1)a=3a*>+5 d2x(x-1)=x*+ x(x+1)
. (4y+5)*-27=0 s 2 1
Cox(x-1)=x ¥+l x

Queremos encontrar las soluciones de la ecuacién x* + bx + ¢ = 0, la cual es equivalente a
x* + bx = -c. Vamos a proceder de manera similar al ejemplo de la subseccién anterior, en que la
clave fue usar la identidad del cuadrado de binomio para formar el cuadrado de una expresion en
el lado izquierdo de la ecuacion.

Partimos notando que x* +bx = x” +2£x . Si usamos la identidad del cuadrado de binomio
b

con y =7, tenemos que:
2 2
x*+28x+(%) =(x+%) ,

. 2 3
or lo que si sumamos (£)” a ambos lados de la ecuacién x*+ bx = - ¢, obtenemos que esta es
2
equivalente a:

2 2 2 2
X +22x+(4) =-c+(£) esdecir (x+4) =-c+(%)".
Para resolver esta ultima ecuacion usamos el Teorema II. 3, considerando tres casos:
b2 b2 b2
8 —c+(4) >0 b —c+(%) =0 o) —c+(4) <0
Si se cumple a), entonces usando el Teorema II. 3, obtenemos que la ecuacion:

(xd) =-er(8)

. . 2 b b)? .
tiene dos soluciones dadas por: x +£=4/-c+ (%) y X+t3=—y/-C+ (7) , es decir,

x=-%1+ —c+(%)20 x:—%—,/—c+(§)2 :
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b
Si estamos en el caso D), entonces la ecuacion tiene una sola solucion dada por x +—=0, es
2

b . . .,
decir x = Y Finalmente, si se cumple C), la ecuacién no tiene solucion, ya que —c + 3 <0y, por

2

lo tanto, nunca puede seriguala x + 5

Resumimos todo esto en el siguiente teorema.

Teorema ll. 4

La ecuacién x> + bx + ¢ = 0:

. : i b b
a) Tiene dos soluciones distintas T —c+(§)2 o H=Sos —c+(£)2 , cuando

2
2
-c+ — >0.
2 2
b
D) Tiene una solucién dada por x=—5,cuando —-c+ 3 =0.

2
) No tiene solucién, cuando —¢ + 5 <0.

Ejemplo

En el tridngulo rectdngulo de la figura se sabe que el valor de la medida de la hipote-
nusa es 6 cm y que un cateto mide 2 cm mds que el otro.

X+2

Usando el Teorema de Pitdgoras, tenemos que six denota la medida del cateto menor,
se debe cumplir la siguiente igualdad:

X+ (x+2)*=36.
Es decir, x debe ser solucidn de esta ecuacion. Se deja como ejercicio justificar que la
ecuacion anterior es equivalente a:

X +2x-16=0.

Resolvamos esta ecuacién usando la formula que acabamos de deducir. En este ejem-
plo b =2y c=-16. Lo primero es verificar el signo de —c + (b/2).
En este caso —¢ + (b/2)* = —=(-16) + 1 = 17 > 0. Asi la ecuacién tendra dos soluciones
dadas por x =-1+ V17 yx=-1- V17. La solucién ~1-+/17 <0 no tiene sentido en el
contexto de nuestro problema, y la otra solucién es —1++/17 >0, por lo que el cateto
menor del tridngulo debe medir -1+ 17, yelotro 2+ (—1 + \/ﬁ) =1+ \/ﬁ

Algebra - REFIP



Ecuaciones e inecuaciones

En resumen

« Lasecuaciones cuadraticas sonaquellas que son equivalentes alaecuacion x” + bx+c=0,
con by ¢ nimeros reales, y x denota la incégnita a determinar.
» Una forma de abordar el estudio de las soluciones de una ecuacién cuadrética se basa
en usar la identidad del cuadrado del binomio, que permite escribir la ecuacion de la
2 2
b b
forma x+— =-c+ — .
2 2

+ Analizando la ecuacion anterior, vemos que puede tener una, dos o ninguna solucién
2

dependiendo del signo de —¢ + 5

Ejercicios de la seccion

1. Explique como deducir que la ecuacién de segundo grado ax® + bx + ¢ = 0, con a = 0 tiene

-b*.\/b* - 4ac
soluciones dadas por x =————

b* - 4ac<0. 2a

, cuando b* - 4ac > 0,y no tiene solucién cuando

2. Determine las soluciones de las siguientes ecuaciones.
a.x+6x-8=25 C. (x-5)(x+3)=0 e. (x-1)-(2x-3)>=0
h. x(x+1)=-1 d2x(x-3)+1=2x"-6

3. Sesabe que el producto de dos ntimeros consecutivos es 182. Determine estos nimeros.
4. Determine todos los niimeros que cumplen que su suma sea 28 y su producto 187.
5. Encuentre la medida del lado de un tridngulo equilétero, si se sabe que su altura es 1.

6. Se sabe que si el lado de un cubo aumenta 1 cm, entonces su volumen aumenta 10 cm®.
Determine el lado del cubo.

/. Resuelva las siguientes ecuaciones explicando el procedimiento utilizado:

2
a x+1=—
X

D. (x=-5)(x+3)(2x+3)=0

1+x
C. 2x+2=

X
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5. Desigualdades e inecuaciones

En muchas situaciones de la vida diaria se entrega o se pide informacién en base a compara-
ciones. Por ejemplo, se dice que Juan es mayor que Marfa o se pregunta si Chilldn estd mds cerca
o mds lejos de Santiago que La Serena. Podemos describir estas afirmaciones y preguntas en
lenguaje matemaético usando desigualdades. Por ejemplo, sij denota la edad de Juan y m la edad
de Marfa, la situacion descrita anteriormente puede ser representada como ‘j es mayor que 72"y
usando el simbolo “ >” lo escribimos como la desigualdad j > m.

En esta seccidn, estudiaremos las propiedades fundamentales de las desigualdades y algu-
nas consecuencias de estas. También abordaremos el estudio de las inecuaciones, que surgen de
problemas planteados en base a desigualdades, donde se busca saber cudles son todos los valores
que puede tomar una variable para que una desigualdad sea vélida.

Ejercicio

Describa usando una desigualdad la pregunta ;Chilldn estd mds cerca o mas lejos de San-
tiago que La Serena? Averigiie si la desigualdad es cierta o falsa.

Recordemos el uso de los simbolos "<" y ">" en la descripcién de desigualdades.

. Notacién:
. Para expresar que un niimero a es menor que un nimero b, anotamos a < b.

: Para expresar que el niimero b es mayor que el nimero a, anotamos b > a.

Las dos frases anteriores expresan lo mismo, decir a < b es equivalente a decir b > a. Asf,
en el ejemplo anterior decir que “Juan es mayor que Marfa” es lo mismo que decir que “Marfa es
menor que Juan’.

A veces queremos representar situaciones que incluyen la posibilidad de que una cantidad
sea mayor o igual que otra, entonces introduciremos nuevos simbolos para representar esos casos.

: Notacion:
: Para expresar que un nimero a es menor o es igual que un niimero b, anotamos a < b.

: Para expresar que un nimero b es mayor o es igual que el niimero a, anotamos b > a.
También en este caso ambas frases dicen lo mismo, decir que a < b es equivalente a decir
queb = a.

Hay situaciones que se describen con més de una desigualdad. Por ejemplo, podemos que-
rer escribir que un nimero a es mayor que 10, pero que también es menor o igual que 15, lo que
anotarfamos como a > 10y a < 15. Estas dos desigualdades se pueden escribir de un modo més
compacto como:

10<a<15.
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Siempre que escribamos una desigualdad encadenada del tipo a < b < ¢ estamos diciendo que

a < bytambién que b < c.

No siempre se pueden juntar dos desigualdades. Ilustremos esto con el siguiente ejemplo.

En una linea de bus los pasajeros que tienen menos de 12 afios 0 més de 65 no pagan pasaje,
por lo tanto, si x representa la edad de un pasajero, tenemos que no pagara pasaje cuando x > 65
0 x < 12. Si bien uno puede estar tentado a escribir estas desigualdades como 65 < x < 12, vemos
que esto no tiene sentido, pues dirfa que 65 es menor que 12.

Ejemplos

Ejercicios

1) Si p representa el precio de un objeto en una tienda que asegura que todo lo que
vende no es mds caro que $5.000, entonces podriamos decir que p es menor o igual
a 5.000 y escribir que p < 5.000, pero también podriamos escribir 5.000 = p.

2) Si Rocio perteneci6 a la muestra de jévenes que rindieron la prueba PISA 2009,
y sabemos que los participantes eran mayores de 13 afios y menores de 17 afios.
Entonces si e es el nimero que representa la edad de Rocio al momento de la apli-
cacion de esa prueba, podemos escribir 13 < e < 17, es decir, Rocio tenia mas de 13
afios y menos de 17 afios en esa fecha.

3) Si el puntaje de corte de la carrera de Pedagogia Basica en una universidad el afio
2012 fue de 585 puntos en la PSU y Esteban ingreso ese aflo a esa carrera en esa
universidad, podemos decir que Esteban obtuvo al menos ese puntaje en la PSU y
escribir P > 585, donde P es el puntaje de Esteban en la PSU correspondiente.

1. Describa usando los simbolos de desigualdad las siguientes afirmaciones:

a. Chillan estd mas cerca de Santiago que Temuco.

h. Pedro obtuvo una nota mayor que 4,0 en matematica.

2. Anita no supo cudnto pesé su maleta, pero sabe que el méximo admitido para no pagar
sobrepeso eran 23 kg y a ella no le cobraron adicional.

3. Describa situaciones que podrian representarse a través de las siguientes desigualdades:

a. x<1.990
D.n28

C.22p20
d.-m-3<20

4. Use el simbolo < para ordenar los pares de nimeros que siguen

a. 1y-0,8
b. -3,5y-355

c 2,0
e

5
d -2y _
6Y

e N2 y3
f. \/§y2,5

g o
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5.1 Propiedades de las desigualdades

Para visualizar las desigualdades y sus propiedades es muy ttil utilizar la recta numérica.

>
T T T =

a 0 b

Figura Il.14

Cuando en la recta numérica un ntimero a esté a la izquierda de otro ntimero b, significa que
a < b. Los numeros positivos son aquellos que cumplen a > 0, mientras que los negativos satisfacen
a < 0.Enla Figura II.14, a es un niimero negativo y b es positivo.

Veremos, primero, cuatro propiedades fundamentales de las desigualdades que comentare-
mos a continuacion.

Propiedades fundamentales de las desigualdades:

Sean a, b, ¢y d nimeros reales. Entonces:

a. Se cumple una y solamente una de las siguientes: a < b,a > b, a = b.
D.Sia<byb<c entoncesacxec.

C. Sia<b,entoncesa+c<b+c.

d. Sia<byc> 0, entonces ac < be.

Estas propiedades son muy intuitivas y se usan constantemente al trabajar con desigual-
dades, teniendo el mismo rol que las propiedades fundamentales de la igualdad que vimos en el
apartado II.1.2. A continuacién, comentaremos estas propiedades y veremos cémo visualizarlas
en larecta numérica.

Propiedad 1  Sean ay b ntimeros reales. Se cumple una y solamente una de las siguientes:
a<b, a>ba=b.

Esta propiedad se llama tricotomia y dice que dados dos numeros cualesquiera, se tiene que
uno es mayor que el otro, o son iguales. Pensando en la ubicacion de los nimeros en la recta nu-
mérica, esta propiedad dice que dos niimeros a y b tienen tres posibilidades de ordenarse: a esté
alaizquierda de b, 0 a estd a la derecha de b, o a coincide con b.

I I >a<b
a b

: : »a>b
b a
a

: »a=>b
Figura IL15
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Propiedad 2  Sean a, by c ntimeros reales, sia < by b < ¢, entonces a < c.

Esta propiedad se llama transitividad y, por ejemplo, nos permite decir que six <5y 5 <y
entonces x < y. También se usa cuando escribimos desigualdades encadenadas, como a <5< b,la
que en particular expresa que a < b. La transitividad se visualiza ficilmente en la recta numérica,
como se muestra en la Figura I1.16: si b estd a la derecha de a y c estd a la derecha de b, entonces
cestd ala derecha de a.

\

T T T
a b c

Figura Il.16
Propiedad 3  Sean a, by ¢ ntimeros reales, si a < b, entonces a + ¢ < b + c.

Esta propiedad dice que si sumamos cualquier niimero, positivo o negativo, a ambos lados
de una desigualdad, esta se mantiene. Esta propiedad se puede apreciar claramente en la recta
numeérica, como se muestra en la Figura I1.17. Si a estd a la izquierda de b, entonces al desplazar
ambos niimeros en la misma medida a la derecha, que es lo que ocurre al sumarle a ambos el
mismo numero positivo ¢, o al desplazar ambos ntimeros a la izquierda, es decir sumar un niime-
ro negativo ¢, se mantendrd el mismo ordenamiento. Es decir, a + ¢ se ubicard a la izquierda de
b + ¢,lo que anotamos comoa + c< b + c.

v

a b

c c
—_ — >
| | | | > ¢>0
a a+c b b+c
P P
| | | | > c<0
a+c a b+c b

Figura IL17

Propiedad 4  Sean a, by c ntimeros reales. Sia < by ¢ > 0, entonces ac < be.

Esta propiedad nos permite decir, por ejemplo, que si &> 0y ¢ > 0, entonces bc > 0. Es decir, si
multiplicamos un niimero positivo por otro positivo, obtenemos un niimero positivo. Esta propie-
dad vale independiente del signo de a y b. Como se muestra en la Figura I1.18, vamos a visualizar
esta propiedad en la recta numérica suponiendo que a < 0 < benlos casos ¢ > 1yque c < 1.

I
a 0 b

| »
T >

: : > c>1
ac 0 bc
I I I » O<c<l1
ac 0 bc
Figura 1118
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Ejercicio

Demuestre que las reciprocas de las propiedades 3 y 4 son también vélidas, es decir:

a. Sia, by csonnumerosrealesya+c< b+ ¢, entonces a < c.

D. Sic>0yac< bc, entonces a < b.

A partir de estas cuatro propiedades fundamentales, podemos demostrar otras propiedades
de la igualdad.

Propiedad 5 Sean ay b ntimeros reales, sia < by b < a entonces a = b.

Esta propiedad se llama antisimetria, y dice que si en la recta numérica a estd a la izquier-
da de b o coincide con by si ademds b estd a la izquierda de a o coincide con b, entonces ay b
coinciden. Para demostrar esta propiedad usaremos la propiedad 1, que nos dice que solo una de
las siguientes es cierta: a < b, b < a o a = b. Sabemos que a<b, por lo que b<a no puede ser cierta,
de igual manera, descartamos que a < b, pues sabemos que b < a. Asi, debemos tener que a = b.

Propiedad 6 Sean ay b ntimeros reales. Si a < b, entonces -b < -a, y reciprocamente si
-b < -a, entonces a < b.

Demostremos esta propiedad. Primero, supongamos que a < b y demostremos que -b < -a.
Si sumamos -a -b a ambos lados de la desigualdad a < b usando la propiedad 3, tendremos que:

a+(-a-b)<b+(-a-b)
ycomoa+(-a-b)=a-a-b=-byb+(-a-b)=b-a-b=-a, obtenemos que -b < -a.

Reciprocamente, si suponemos que -b < -a, entonces si sumamos a + b a ambos lados de la
desigualdad, obtenemos por la propiedad 3 que -b + (a + b) < —a + (a + b), de donde obtenemos
quea<b.

La propiedad 6 también se puede visualizar en la recta numérica. Observamos que para en-
contrar la posicion de -a en la recta numérica debemos reflejar a con respecto del 0, es decir, —a
se ubicard en un lugar simétrico al de a con respecto al 0, sin importar si @ es un ntimero positivo
o negativo. En la siguiente figura, ilustramos la propiedad 6 en el caso en que a <0y b > 0.

-b a 0 -a b

Figura I.19

»
g

Propiedad 7 Sean a, by c ntimeros reales. Sia < by c < 0, entonces ac > bc.

Esta propiedad nos dice que al multiplicar ambos lados de una desigualdad por un ntimero
negativo, esta se revierte. Esta propiedad es consecuencia de la propiedad 6 y su demostracion
queda como ejercicio para el lector.
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Propiedad 8 Sean a, b, ¢y d ntimeros reales. Sia < by c< dentoncesa+c< b +d.

Esta propiedad nos permite sumar desigualdades, por ejemplo sia < 5y b < 7, entonces

a + b < 12. Probemos esta propiedad. Si sumamos ¢ a la primera desigualdad a<b, obtenemos que
a+ c< b+ cpor la propiedad 4. Similarmente, si sumamos b a ambos lados de la segunda des-
igualdad ¢ < d, obtenemos que ¢ + b < d + b, asi tenemos quea+c<b+cyc+b<d+b.
Usando la propiedad 2 obtenemos que a + ¢ < d + b.

Ejercicios

1. Demuestre la propiedad 7.

2. Las propiedades 2, 3, 4, 7 y 8 siguen siendo vélidas si cambiamos < por <. Demuestre estas
propiedades usando las propiedades de la 1 ala 8 de la desigualdad y las propiedades de la
igualdad vistas en el apartado I.1.2. Recuerde que a < b significaquea<boa=b.

3. Seana, by cnimeros reales. Pruebe que si:
a.asbyb<c entoncesac<c. D.a<byb<centoncesac<ec.

4. Demuestre la validez de la afirmacion reciproca de la propiedad 7, es decir, si a, by ¢ son
reales con ¢ < 0, entonces si ac > bc, entonces a < b.

5. Discuta la validez de la afirmacion reciproca de la propiedad 8: “Si a, b, ¢ y d son niimeros
reales y si se cumple que a + c< b + d, entoncesa< byc<d’.

6. Sia<b ;sepuede concluir que a® < b*? Si su respuesta es afirmativa, justifiquela con una
demostracion. Si su respuesta es negativa, justifiquela con un contraejemplo.

En resumen

En esta seccion hemos establecido las siguientes propiedades de las desigualdades:

1.

8.

Para cualquier par de nimeros reales se cumple una y solamente una de las siguientes:
a<ba>ba=b.

Sean a, by ¢ numeros reales. Sia < by b < ¢, entonces a < c.

Sean a, b y ¢ numeros reales. Si a < b entonces, a + ¢ < b + ¢ y reciprocamente, si
a+c<b+c entoncesa<b.

Sean a, b y ¢ nimeros reales con ¢ > 0. Si a < b, entonces ac < bc y reciprocamente, si
ac < bc, entonces a < b.

Sean a'y b niimeros reales. Sia < by b < a, entonces a = b.

Sean a y b niimeros reales. Si a < b, entonces —b < -a, y reciprocamente si -b < -a,
entonces a < b.

Sean a, by ¢ numeros reales con ¢ < 0. Si a < b, entonces ac > bc, y reciprocamente, si
ac > bc, entonces a < b.

Sean a, b, c y d nimeros reales. Sia < by ¢ < d, entoncesa+c< b + d.

Las propiedades 2, 3, 4, 6, 7 y 8 también son validas si reemplazamos < por <.
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5.2 Inecuaciones

En muchas situaciones, necesitamos establecer un rango de posibilidades de acuerdo a res-
tricciones de tiempo, de presupuesto, de distancia, de afinidad o gusto, de espacio disponible, y
tantas otras. En general, la pregunta acerca de ese rango de posibilidades se expresa matematica-
mente como la busqueda de todos los niimeros que satisfacen una inecuacion.

DefiniciéonI.5  Unainecuacién es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas

que involucran una cantidad desconocida o incégnita. Resolver una
inecuacion quiere decir determinar todos los posibles valores de la
incdgnita que satisfacen la inecuacion.

Veamos algunos ejemplos de problemas cuya resolucion involucra la resolucién de una o
mads inecuaciones.

Ejemplos

1) El centro de padres de un curso juntd $200.000, a través de una rifa, para comprar

regalos de Navidad para todos los nifios del curso. Han decidido que los 30 nifios
recibiran el mismo juguete. Calculan que gastaran $10.000 en locomocién cuando
vayan a hacer la compra y necesitan saber cudl es el rango de precios en el que
pueden escoger el regalo. Si p es el precio del regalo, entonces debe satisfacer la
inecuacion:

30p + 10.000 < 200.000.

2) En una autopista de un pafs europeo existe un limite minimo de velocidad. Circu-

lar a menos de 75 km/h se considera una infraccién que es multada. Elena debe
recorrer una distancia de 300 km por esa autopista y su vehiculo no estd en buenas
condiciones mecénicas, por lo que debe conducir a una velocidad moderada y en
ningtin caso superar los 100 km/h. Debido a compromisos que tiene en su lugar
de destino, necesita estimar el tiempo # en horas que podria tomarle ese viaje, el
cual realizard a velocidad constante. Como la velocidad, en km/h, es la distancia
recorrida (en kilémetros) dividida por el tiempo (en horas) empleado en ese reco-
rrido, las restricciones de velocidad que tiene Elena se expresan con las siguientes

inecuaciones:
300
75< —t <100.

Resolveremos estas inecuaciones usando las propiedades de las desigualdades, tal como lo
hicimos cuando trabajamos con ecuaciones. La clave es transformar la inecuacién en otra mas
simple que sea equivalente a la original.

DefiniciénII. 6 Dos inecuaciones se dicen equivalentes si es posible transformar una en

la otra usando las propiedades de la desigualdades y viceversa. Si dos
inecuaciones son equivalentes, entonces cualquier valor de la incégnita
que satisfaga una de las desigualdades también satisface la otra.

Siuna inecuacién es transformada en otra solamente usando las propiedades 3, 4,6y 7,
entonces son equivalentes.
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En el primer ejemplo, se nos pide determinar para qué valores del precio del juguete p se
cumple que 30p + 10.000 < 200.000. Para determinar el rango deseado, partimos restando 10.000
a ambos lados de la desigualdad, o sumando —10.000, lo cual por la propiedad 3 (usada para <) es

equivalente a la desigualdad original. Asi 30p < 200.000 — 10.000 = 190.000. Ahora si multiplicamos
190.000 =
=6.333,3.

esta desigualdad por 1/30, obtenemos que esta desigualdad es equivalente a p <

oPor qué? En el contexto del problema, los precios deben ser enteros, asi el precio debe satisfacer
P <6.333.

Veamos ahora cdmo resolver las desigualdades del segundo ejemplo, en el que se nos pide

encontrar los valores de £ tal que 75 < 300 <100. Debido a que Z es el tiempo que demora el viaje,
t
debe ser un niimero positivo. Esta suposicion serd clave al resolver estas inecuaciones.
, 300 o
Encontremos primero cuando 75 < —. Como ¢ > 0, podemos multiplicar ambos lados de esta
t
300

desigualdad por ¢ y obtener que 75¢ < 300, de donde ¢ < s =4. As, el tiempo que demorara el

300
viaje es menor o igual a 4 horas. Por otra parte, £ también debe satisfacer la desigualdad — <100.

3
Procediendo de manera similar, obtenemos que esta desigualdad es equivalente a £ = 100" 3,

es decir, el tiempo de viaje es mayor o igual a 3 horas. Asi, el rango de tiempos deseado es
3< t <4, es decir, el viaje demorara entre 3 y 4 horas.

Usualmente, se usa la recta numérica para visualizar las soluciones de las inecuaciones. Para
esto, se marca con una linea sobre la recta numérica el rango de valores deseado. Por ejemplo, en
la siguiente figura se identifican los valores 3< ¢ <4 en la recta numérica:

. : -~
3 4
Figura I11.20

Los puntos sélidos (e) en 3 y 4 indican que ambos puntos son parte de los valores que puede
tomar £.

Veamos otro ejemplo. Representemos en la recta numérica los nimeros x tal que 8 < xox < 4

ﬁ I
4

8

\/

Figura 11.21

Aqui, usamos un circulo sin relleno (o) en 8 para indicar que este punto no estd incluido en el
rango de niimeros descrito por las desigualdades.

Ejercicio

Determine para qué valores reales de ¢ se cumple que

1
1<—<2
t

y bosqueje la solucidn en la recta numérica.
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Al igual que con las ecuaciones, no siempre las inecuaciones tienen solucién, es decir pue-
de pasar que ningtin numero satisfaga la desigualdad involucrada. Por ejemplo, la inecuacién
2 (x+1) < 2x+ 1 no tiene solucién, ya que si restamos 2x a ambos lados, obtenemos la desigualdad
equivalente 2 < 1, que es siempre falsa.

Ejercicios

1. Juan y Maria son dos comparieros que deben encontrar un horario para reunirse durante
2 horas. Maria estard ocupada en clases hasta las 10 de la mariana y entre las 2 y las 4 de
la tarde debe asistir a una escuela que estd a 25 minutos de distancia de la universidad.
Juan estard ocupado hasta las 11 de la mariana. Describa mediante inecuaciones todas las
restricciones que afectan el horario de inicio de la reunién y determine el rango posible de
horarios en que Juan y Maria se pueden reunir.

2. Siellado de un cuadrado es mayor o igual a 5 cm, ;qué se puede afirmar respecto de su
drea?

3. Dos hermanos tienen 8 afios de diferencia. Determine en qué periodo de sus vidas, el her-
mano mayor tendrd por lo menos 4 aflos mds que el doble de la edad del hermano menor.

4. Determine silos nimeros que siguen son soluciones de la inecuacién 3x + 4 > 24 - 11.
a. -1 c.3 €. 7,2
b. 0 d. 2.9 N7

9. Verifique si las siguientes desigualdades son equivalentes

. 2x+5<3y -2x<-2
D.x+3+2(x+4)<x+5y 2x+6<0
C.X*+5x<0 y x+5<0

6. Resuelva las siguientes desigualdades mostrando sus soluciones, si existen, en la recta nu-

mérica:
a bx+11<2x+3 C.l<5<x+l
X
D.2x<1<3x+2 . x+5<2x-3<3x+10
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En resumen

» Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas que involucran
una cantidad desconocida o incognita.

« Resolver una inecuacién es encontrar todos los valores de la incégnita que satisfacen
la desigualdad.

« La resolucion de inecuaciones esta basada en el uso de las propiedades de las
desigualdades, las cuales permiten transformar la inecuacion en otra equivalente.

Ejercicios de la seccion

1. Sia< b, ;se puede concluir que ¢ - b < ¢ - a para cualquier nimero c? Si su respuesta es
afirmativa, justifiquela con una demostracion. Si su respuesta es negativa, justifiquela con
un contraejemplo.

2. Inserteel signo"="0">"0"<", segtin corresponda para que las afirmaciones que siguen sean
verdaderas:

a. Six>5,entoncesx+8 ____13. D. Six> -3, entonces -5x+ 18 __ 33.

3. Siel drea de un circulo es menor a 12 cm? ;qué se puede afirmar respecto de su didmetro?

4. Un auto viaja hacia el sur a una velocidad de entre 80 km/h y 110 km/h. ;Entre qué valores
se encuentra la distancia recorrida al cabo de 4 horas?

5. Proponga problemas cuya solucién involucre resolver las siguientes inecuaciones y resuél-
valas. Asegtirese de que la solucién tenga sentido para el problema propuesto:

2 L+5<20-1 o 10 tx12)

h. 2x +1.900 < 30.000 y x > 1.000 . 9x <36 <12x

6. Sesabeque3,l<a<32yque75<b<76.Encuentre desigualdades que permitan localizar
la ubicacion de las siguientes expresiones en la recta numérica, que se deduzcan de las
desigualdades dadas paraay b:

a) 3a d)b-a
) -2b e) a®
0) a+b i
b
7. Demuestre que si a y b son nimeros no negativos, entonces arb >ab .

2

8. Sial doble dela edad de Josefa le sumamos 5, nos da menos de 31. Pero si ala edad de Josefa
le restamos 4, nos da a lo mds 8. ;Qué puedes decir acerca de la edad que tiene Josefa?
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6. Dificultades y errores asociados al trabajo con ecuaciones

El trabajo con ecuaciones involucra distintas tareas en cuya ejecucion se pueden manifestar
dificultades y errores. Por ejemplo, cuando se plantean ecuaciones para resolver problemas de con-
texto, es necesario elegir o reconocer las variables presentes, describir las relaciones entre ellas me-
diante ecuaciones (matematizar el problema), y también interpretar las soluciones obtenidas para
dar respuesta al problema (desmatematizar). El proceso de resolucién también involucra distintas
manipulaciones algebraicas, las cuales pueden tener asociadas sus propias dificultades y errores.

La tarea de describir problemas de contexto usando matematica, en particular ecuaciones, es
de gran complejidad y se desarrolla gradualmente. Hay que estar conscientes de esta dificultad y
dar herramientas para su superacion. Tal como vimos en la Seccién 2, el trabajo con diagramas es
una herramienta para modelar problemas de contexto, que ayuda a enfrentar la dificultad inherente
al planteamiento de ecuaciones. También es importante tener en cuenta, que el proceso inverso en
el cual se interpretan los resultados obtenidos mediante un procedimiento matematico, a la luz del
contexto en el que se planteo el problema, es frecuentemente olvidado. Conectar los desarrollos
matematicos con la solucion de problemas concretos ayuda a dar sentido al trabajo algebraico.

En esta seccién nos concentraremos en los errores y dificultades que se producen en el tra-
bajo con ecuaciones lineales, abordando aquellos relacionados con el uso del signo "="y con la
resolucion algebraica de ecuaciones.

Laigualdad es una idea muy bésica y esencial en matematicas, cuyo significado preciso pue-
de cambiar dependiendo del contexto. La primera forma en que los nifios usan la idea de igualdad
es para entregar el resultado de una operacién, por ejemplo, se dice ‘dos mds dos es igual a cuatro’.
En el capitulo anterior, vimos igualdades entre expresiones algebraicas y nuestro interés actual se
refiere al significado de la igualdad en el contexto de las ecuaciones. Este uso es diferente del que
se hace al escribir ecuaciones. Cuando escribimos:

2x+3=5,

se estd planteando una pregunta implicita acerca de cudles son las soluciones o los valores que
puede tomar la incdgnita x para que la igualdad sea cierta. En nuestro ejemplo, la igualdad plan-
teada serd falsa para cualquier valor de x distinto de 1y cierta para x = 1.

Para comprender y enfrentar los errores y dificultades asociados a la igualdad, es necesario
reconocer los variados usos del signo "=". En los primeros niveles de la escolaridad, este signo se
utiliza principalmente para indicar que se debe entregar el resultado de una operacidn, es decir,
como una instruccion. Sus primeras apariciones ocurren en frases como:

2+3=5,
que se lee como ‘dos més tres es cinco o ‘dos mas tres es igual a cinco’, y en ejercicios como:

5+3=___.
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Aun antes de la introduccion de las ecuaciones, ocurren errores relacionados con un uso
desprolijo o francamente equivocado del signo "=". Por ejemplo, en tareas como la siguiente:

Completa el espacio con el nimero que corresponda en: 8+ 4=___+ 5,

se obtienen respuestas erréneas, como 12 6 17, que corresponden a resultados de sumar
8 +4enuncasoy8+4+5,en el otro caso.

Otro error comun, basado también en el uso del signo "=" para poner un resultado, se produce
cuando se pide resolver un problema como el siguiente:

La mamd de Manuel tiene 30 arios. Manuel tiene 4 asios mds que un quinto de la edad de su
mamd. Encuentra la edad de Manuel.

Se pueden encontrar respuestas correctas obtenidas con los célculos que siguen:
30+5=6+4=10.
La edad de Manuel es 10 arios.

Claramente, la respuesta al problema es la correcta y la idea detrds del procedimiento es
adecuada. El error se reduce a la escritura, especificamente, al uso del signo "=", ya que la primera
de las igualdades es falsa.

Para pensar

+Cémo contribuye el uso de las calculadoras a las confusiones en el uso del signo "="?

Ejercicio

Presente correctamente la solucién del problema anterior.

Aliniciar el trabajo con ecuaciones, es importante entender la igualdad como una relacién
entre los nimeros al lado derecho y al lado izquierdo del signo "=", es decir, darle un sentido
bidireccional a la igualdad, lo que dista de su primera funcién como instruccién para poner un
resultado. Ejemplos y ejercicios como los que siguen fomentan este cambio de vision.

Ejemplos Ejercicios

ad.4+5=8+1 a.15+2=__ -3

D.10+5=18-3 . -6=33+3

C.4:3=9+3 C.525:5=___ +5
27

d. T:27+O
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Ejercicio

Proponga distractores para los siguientes ejercicios escolares

a.28-5=___+12 D.24:4=___ -3 C.35+7=__-7

Enlaresolucion de ecuaciones aparece también con frecuencia un problema relacionado con
una forma descuidada en que se presenta el procedimiento de resolucion. Consideremos la tarea

Resuelva la ecuacion 4x + 3=2x + 7.

En el proceso de resolver este tipo de ecuaciones puede ocurrir que el procedimiento se presente
como una serie de igualdades que no son falsas, pero que ocultan la razén que las fundamenta y
que, por lo tanto, no quisiéramos promover, como las siguientes:

dx+3-3=2x+7-3=4x=2x+4
dx-2x=2x+4-2x=2x=4
x=2.

Aqui el problema ocurre en la escritura del procedimiento y no afecta al resultado. Este incon-
veniente se produce al mezclar igualdades de distinto tipo en procedimientos que normalmente se
escriben en lineas separadas y que rara vez explicamos como se vinculan entre ellas. Una escritura
correcta y mas transparente, pero que no explica la relacion entre las igualdades que se escriben,
serfa:

4x+3=2x+7
4x+3-3=2x+7-3
4x =2x+4
4x-2x =2x+4-2x
2x =4
x =2

Para aclarar el sentido de esta escritura, conviene verbalizar todas las relaciones y argumen-
tos que se usan para establecerlas. La relacion entre la primera y la segunda linea es del tipo “si...,
entonces.... Es importante leer o incluso escribir todo el argumento:

Si4x+ 3 =2x+ 7, entonces esta igualdad se mantendrd si restamos el niumero 3 a los dos lados
de la igualdad, que es lo que escribimos en la segunda linea.

Como ejercicio, le pedimos que describa de este modo todo el proceso de resolucién como
una cadena de deducciones vélidas.
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En la verbalizacion del proceso de resolucion algebraica hay también precauciones que de-
bemos tomar. En el segundo paso, podemos decir que “sumamos el inverso aditivo de 3 a ambos
lados de la igualdad”, lo que es correcto, pero puede ser inadecuado al nivel escolar. Una manera
mas simple de decirlo es “restamos 37, o, como hicimos en una seccién anterior, descomponer 7
como 4 + 3y restar 3 a ambos lados de la igualdad:

dx+3=2x+4+3
dx=2x+4.

Al hablar de inversos aditivos también se corre el riesgo de complejizar la tarea. Por ejemplo, si en
el proceso de resolucion de una ecuacion se comete el siguiente error:

w-2=1
U=1-2,

explicar que el inverso aditivo de -2 es 2 yno -2 puede no ser util para aclarar que lo que se desea
es cancelar el -2 para simplificar la ecuacién y que por eso debemos sumar 2 a ambos lados de
la igualdad.

Es importante que los alumnos comprendan el propdsito del procedimiento algebraico y el
sentido de cada paso para conseguir una ecuacion equivalente mds sencilla de la cual obtener la
solucion. En este contexto, cuando se ha llegado a una ecuacién del tipo:

2x =4,

de la cual resulta obvio que la solucién es x = 2, no es necesario pedir ningtin paso adicional ni
que expliquen que la solucion se obtiene dividiendo ambos lados por 2. Tales explicaciones solo
producen la idea de que el procedimiento es una serie de pasos formales y sin sentido.

Los alumnos de ensefianza bésica pueden resolver ecuaciones simples solo a través de rela-
ciones numéricas, sin utilizar los procedimientos formales de resolucién algebraica. Considere-
mos, por ejemplo, las ecuaciones:

x+5=15,
5x+3=8x.

El primer problema ha sido resuelto muchas veces antes de llegar a trabajar ecuaciones bajo la
forma de ___ + 5= 15. En el segundo problema, veran que 3 tiene que ser igual a 3x para que al
sumarle 5x se obtenga 8x, concluyendo que x = 1. Si bien los razonamientos usados en la resolu-
cién de los ejercicios anteriores son muy ttiles y su promocion es aconsejable, también pueden
ser fuente de errores en problemas mds complejos. La resolucion de ecuaciones lineales a niveles
escolares superiores incluird problemas como:

x+1_3
x+4 7

Un alumno puede responder que este ejercicio tiene 2 soluciones: x = 2 y x = 3, basdndose solo en
relaciones numéricas aplicadas por separado al numerador y al denominador. Esto muestra cudn
importante resulta que los alumnos comprendan las justificaciones de las estrategias anteriores
y sus limitaciones, y aprecien los métodos formales de resolucion de ecuaciones, basados en las
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propiedades de la igualdad. Para que esto ocurra, es imprescindible que al introducir estos pro-
cedimientos se presenten problemas mds desafiantes que los del ejercicio previo, que permitan
motivar el aprendizaje de técnicas mas sofisticadas.

A nivel escolar, también se puede producir confusion entre el trabajo con expresiones alge-
braicas y la resolucion de ecuaciones. Cuando se pide a los alumnos que simplifiquen la expresion:

2(x+1)+x-2,

se pueden obtener respuestas como x = 0, en lugar de 3x, pues los alumnos suponen que se debe
resolver la ecuacion 2 (x + 1) + x — 2 = 0. Como se vio en el capitulo anterior, muchos errores en el
trabajo con expresiones algebraicas se originan en que los alumnos estdn acostumbrados a que
las tareas matematicas entreguen un resultado numérico. El trabajo con expresiones algebraicas
es una instancia donde se pueden ver respuestas matematicas de diferente naturaleza.

Ejercicios de la seccion

1. Construya 3 distractores para la solucién de las siguientes ecuaciones fundamentando su
eleccion.
a.6(x-2)-3=3x
D.8-2x=-13-x
C.x(21-14)=2(4-x)

2. Un alumno resuelve la ecuacién 3x - 5 = 2 (x + 8) de la siguiente manera:
3x-5=2(x+8)=x-5=16=x=21
y responde que la solucion es x = 21. A pesar de que el valor obtenido para x es correcto, la

resolucién de la ecuacion no lo es. Explique qué errores cometi el alumno y muestre como
resolver la ecuacion correctamente.

3. Construya distractores para el ejercicio:
Simplifique la expresion 6 (x - 2) - 3 - x.

4. En la resolucién de ecuaciones, los alumnos pueden cometer errores conceptuales, asi
como errores de desprolijidad. Dé tres ejemplos de cada uno de estos dos tipos de errores
que permitan distinguirlos con claridad.

5. Explique cudles errores conceptuales (si es que los hay) se manifiestan en los siguientes
procedimientos erréneos:

a. 30 - 3x=-26, porlo que 4 =3x
D. 3(20 - x) = -30, por lo que 60x - 3x = -30
C. 3(20 - x) = -30, por lo que 60 - x = =30
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Un alumno dice que la ecuacién 5x = 7x no tiene solucién, pues 5 = 7. ;Cdmo enfrentaria
este error?

Describa los razonamientos que pueden realizar alumnos de ensefianza basica para re-
solver las ecuaciones que siguen, sin utilizar los procedimientos formales de resolucion
algebraica:

a.6x+3="7x D. 4x+3=15
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Capitulo

II Patrones y secuencias

Introduccion

Reconocer patrones nos ayuda a realizar predicciones y asi anticiparnos a
sucesos futuros, lo que es fundamental para nuestra vida. Las estaciones del afio,
las fases de la luna, la ocurrencia de eclipses lunares y solares son todos ejem-
plos de fendmenos que siguen una secuencia determinada, lo que nos permite
predecirlos.

Un aspecto muy importante para reconocer patrones es poder describirlos
de manera clara. El dlgebra es una importante herramienta para este fin, ya que
el uso de variables nos permite expresar reglas generales de manera precisa. La
descripcion matemaética de los patrones también nos puede ayudar a entender
por qué aparecen, y esto es crucial si se quiere no solo describir, sino que también
comprender el mundo que nos rodea.

El reconocimiento de patrones aparece de manera muy temprana en la es-
colaridad. Nifios y nifias de nivel preescolar reconocen patrones repetitivos que
aparecen en secuencias de figuras y a, medida que se avanza en la escolaridad,
se presentan tareas en las cuales se deben completar distintas secuencias nu-
méricas siguiendo una regla que se presenta de manera implicita: por ejemplo,
continuar la secuencia: 0, 5, 10, 15, 20. Este tipo de tareas son importantes, ya
que contribuyen a cimentar el desarrollo del razonamiento inductivo, donde a
partir de una regularidad observada se hace una prediccién o conjetura. Sin em-
bargo, es fundamental tener en cuenta que continuar una secuencia es siempre
ambiguo, pues no hay una tinica regla que permita explicar un nimero finito de
términos. Esta consideracion es clave a la hora de proponer actividades y eva-
luarlas. La respuesta que pueda proponer un nifio o nifia dependerd de la regla
en la cual basa su prediccion. La discusion de esta regla es lo que permite que
se exprese el razonamiento que se quiere fomentar en el trabajo matemadtico.

En la educacién bésica hay muchas oportunidades para reconocer patrones
o regularidades numéricas que se presentan en el trabajo con niimeros y ope-
raciones. Por ejemplo, se pueden apreciar distintas regularidades en la tabla de
10 x 10, en las tablas de multiplicar y en la expansién decimal de fracciones, entre
otras. Reconocer este tipo de patrones nos permite conjeturar propiedades mate-
maticas en base a algunos ejemplos. Sin embargo, la validez de estas propiedades
no estd dada por la presencia de un determinado patrén, sino que requiere de una
demostracion, es decir, de un razonamiento deductivo que permita comprobar la
validez de la conjetura usando propiedades matematicas que sabemos ciertas.

En este capitulo abordaremos el estudio de distintos tipos de patrones,
como son los patrones numéricos descritos anteriormente, y las secuencias nu-
méricas, tales como progresiones aritméticas y geométricas y sus sumas asocia-
das, que son de gran interés en distinto tipo de problemas.
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Patrones y secuencias

1. Patrones numéricos

En el trabajo con niimeros y operaciones observamos que surgen distintas regularidades
o patrones, los cuales muchas veces utilizamos como herramientas de calculo. Por ejemplo, al
multiplicar un nimero natural por 10 solo debemos agregar un 0 a la derecha del niimero. Esta
regla se puede formular a partir de algunos ejemplos, como 2 - 10 = 20; 3 - 10 = 30; 4 - 10 = 40;
10-10 = 100. La validez de esta propiedad se sustenta en nuestro sistema de numeracién decimal,
al multiplicar un niimero por 10, el valor de cada digito del nimero se multiplica por 10. Asi, el
digito de la unidad se convierte en el digito de la decena, el digito de la decena en el de la centena,
y asi sucesivamente.

En la tabla de multiplicacion por 9 también se aprecian regularidades:

9
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9-9=81
9-10=90

Figura IIl.1

Por ejemplo, podemos observar que de una fila a otra la decena aumenta en uno y la unidad
disminuye en uno. Esta regularidad aparece, pues, al pasar de una fila a otra, estamos sumando
9,lo que equivale a sumar 10, es decir, aumentar una decena y luego restar 1, o sea, disminuir una
unidad. Otra regularidad que podemos observar es que la suma de los digitos de cada uno de los
productos es siempre 9.

Ejercicios

1. Explique por qué la regla para multiplicar por 10 es valida para nimeros decimales.

2. Explique por qué la suma de los digitos de los productos de la tabla del 9 mostrada arriba,
es siempre 9. ;Se puede generalizar esta propiedad si se continta la tabla? Si es asi jcdmo
lo harfa?

3. Considere la secuencia de los multiplos de 8, ;qué regularidad observa en el digito de la
unidad de cada nimero de la secuencia? ;por qué ocurre esta regularidad?
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En la tabla de 10 x 10, que se muestra a continuacién, se pueden apreciar diversas regulari-
dades:

1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 | 23 24 | 25 | 26 27 28 | 29 | 30

31 32 | 33 | 34 | 3 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 o7 58 59 60

61 62 63 | 64 | 65 66 | 67 | 68 | 69 | 70

71 72 73 74 75 76 7 78 79 80

81 82 83 | 84 85 86 | 87 | 88 89 | 90

91 92 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 99 | 100

Figura IIl. 2

Por ejemplo, observemos las siguientes diagonales principales de la tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 12 13 14 15 16 17 18 19 | 20

21 22 | 23 24 | 25 | 26 27 28 | 29 | 30

31 32 | 33 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40

4 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 50

51 52 53 54 613 56 57 58 59 60

61 62 63 | 64 | 65 66 | 67 | 68 | 69 | 70

4 72 | 138 | 74 | 75 76 | 77 | 78 79 | 80

81 82 | 83 | 84 85 86 | 87 | 88 89 | 90

91 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Figura Ill. 3
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Vemos que si recorremos los nimeros de la diagonal que parte en 1, al pasar de un ntiimero al
siguiente se aumenta la unidad en 1y la decena en 1. También observamos que si recorremos los
numeros de la otra diagonal partiendo del 91, al pasar de un niimero al siguiente se aumenta en
1la unidad y se disminuye en 1 la decena. Queda como ejercicio para el lector explicar por qué
ocurren estas regularidades.

Veamos otra. Consideremos el siguiente cuadrado de 3 x 3 de la tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 | 34 35 36 | 37 38 39 | 40

4 42 43 | 44 45 46 | 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 | 63 64 | 65 | 66 67 68 | 69 70

71 72 73 74 75 76 7 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 | 95 96 97 | 98 99 | 100

Figura Il 4

Notamos que al sumar los niimeros de una diagonal de esta tabla obtenemos 13 + 24 + 35 =72y
si sumamos los nimeros de la otra obtenemos 15 + 24 + 33 = 72. Ambos nimeros son iguales, y
son el triple del niimero del centro del cuadrado. Veamos otro ejemplo con el cuadrado de la tabla
que estd a continuacion:

45 46 a7

55 56 57

65 66 67
Figura IlL5

En este caso, la suma de las diagonales es 45 + 56 + 67 = 168 y 47 + 56 + 65 = 168, vemos que
ambas sumas son iguales y son iguales al triple del niimero del centro del cuadrado. Esta propie-
dad se cumple en todos los cuadrados de 3 x 3 de la tabla. Queda como ejercicio demostrar esta
propiedad.
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Ejercicios

1. Explique por qué ocurren las regularidades de las diagonales de la tabla de 10 x 10 descritas
anteriormente.

2. Explique por qué si se suman los niimeros de la diagonal de un cuadrado de 3 x 3 de la tabla
de 10 x 10, se obtiene el triple del niimero del centro.

3. Demuestre que si se suman los nimeros de cada diagonal de un cuadrado cualquiera de la
tabla de 10 x 10, los resultados son iguales.

También se observan regularidades en la secuencia de las potencias de 2. En la siguiente
tabla, se muestran las 10 primeras potencias:

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
Tabla IIL.1

Podemos ver que en el digito de las unidades se repite el patrén 2, 4, 8, 6. Luego de reconocer
este patrén, podemos responder preguntas tales como: cudl es el digito de las unidades del na-
mero 27%, lo que evidentemente no se puede responder calculando la potencia. Para esto, vemos
que cuando el exponente es multiplo de cuatro, la potencia termina en 6. Por lo tanto, 2”° termina
en 6y entonces 2”° termina en 8. Justifiquemos por qué las unidades de las potencias de 2 siguen
este patron repetitivo:

« Si se multiplica por 2 un nimero cuyo digito de las unidades es 2, el resultado tendra
digito de las unidades 4.

« Si se multiplica por 2 un niimero cuyo digito de las unidades es 4, el resultado tendra
digito de las unidades 8.

« Si se multiplica por 2 un nimero cuyo digito de las unidades es 8, el resultado tendra
digito de las unidades 6.

« Si se multiplica por 2 un nimero cuyo digito de las unidades es 6, el resultado tendra
digito de las unidades 2.

Para pensar

Considere un nimero natural arbitrario 7 y forme su secuencia de potencias:
nn’,n’n’, ...

¢Sera cierto que la secuencia formada por el digito de las unidades de estas potencias
sigue un patron repetitivo?
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CAPITULO

Patrones y secuencias

En resumen

« Hay numerosos patrones que surgen en el trabajo con ntimeros y operaciones.
o Darte del trabajo matemdtico consiste en descubrir patrones, los que develan
propiedades matematicas.

Ejercicios de la seccion

1. Considere un cuadrado cualquiera de 3 x 3 de la tabla de 10 x 10. Demuestre que si se mul-
tiplican los vértices opuestos y luego se sustrae el menor producto del mayor, se obtiene
siempre 40.

2. Describa una regularidad de la tabla del 11 y explique por qué se cumple.

3. Describa al menos 4 regularidades que se presentan en la tabla de 10 x 10 y explique su
validez.

4. Describa regularidades que se encuentran en la tabla de 7 x 7 explicando por qué se cumplen.

5. Caracterice el tipo de nimeros de la tabla de 10 x 10 que forman los siguientes patrones:

6. Considere la siguiente secuencia de nimeros:
1,6,11, 16,21, 26, 31, 36, ...
a. Observe que los digitos correspondientes a las unidades siguen un patrén repetitivo. Des-

criba esta regularidad.

h. Ademas del patrén repetitivo encontrado, se puede observar que la diferencia entre un
término y el siguiente es 5. Si continuamos la secuencia usando esta regla ;cudl es el tér-
mino 1007 ;cuél es el término n?

C. Sise continda la secuencia usando la regla descrita en la parte (0.), ;los digitos de las uni-
dades siguen el patron repetitivo descrito en (a.)? Justifique su respuesta.

Capitulo Il: Patrones y secuencias 151



152

10.

(. ;Hay alguna regularidad que cumplan los digitos correspondientes a las decenas en esta
secuencia?

€. De las regularidades indicadas, ;cudles de ellas cree qué podria haber sido descubierta
por un nifio o nifia de 3° basico? ;como cree usted que el nifio o nifia podria explicar la
regularidad encontrada?

f. ;Estd el nimero 999 en la secuencia? Explique como llegd a su respuesta y como podria
razonar un niflo de 4° bdsico para responder a esta pregunta.

Considere la siguiente secuencia:
3,3%,3%3%, ...
cuyo término n esta dado por 3~
. ¢Qué patrén o regularidad tienen los digitos de las unidades de esta secuencia? ;por qué?
1259

. ¢;Como determinarfa el digito de las unidades del nimero 3

. Explique el procedimiento que usaria para encontrar el digito de las unidades de 3"

o O T

3156 y 2123

. ;Cudl es el digito de las unidades de 2'*° 3*? Explique el procedimiento usado

para encontrarlos.

Considere la siguiente secuencia de potencias de 7 dada por: 7, 7%, 7%, 74, ...

a. Describa el patrén o regularidad que tienen los digitos de las unidades de los nimeros de

esta secuencia.
123?

D. 4Cudl es el digito de las unidades de 7

¢Para qué nuimeros naturales se tiene que el digito de las unidades de la secuencia de po-
tencias es siempre el mismo?

Describa al menos 4 patrones o regularidades de la tabla de multiplicacién de 10 x 10, que
se muestra a continuacion, y explique la validez de cada una de ellas.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 4 6 8 10 |12 | 14 | 16 | 18 | 20

3 6 9 12 |15 |18 | 21 | 24 | 27 | 30

4 8 12 |16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40

5 10 | 15| 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | &0

6 |12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60

7 14 |21 | 28 | 35 | 42 | 49 | 56 | 63 | 70

8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 49 | 56 | 64 | 72 | 80

9 18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81 | 90

10 | 20 | 30 | 40 | 50 [ 60 | 70 | 80 | 90 | 100
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2. Secuencias

Una secuencia es una lista ordenada de niimeros o figuras que puede ser finita o infinita. Asf,
en una secuencia se puede identificar la posicién de cada nimero o figura tal como se aprecia a

continuacion:
5 6 7

1 2 3 4 8 9 10

Figura IIL.6

En los niveles prescolares, los nifios y nifias son enfrentados a problemas que involucran
continuar secuencias de figuras, colores, etc. En estas actividades, los nifios deben reconocer un
patron repetitivo y continuar la secuencia. Por ejemplo, consideremos la siguiente actividad para
nifios de kinder:

Dibuja el proximo elemento de la secuencia:

Figura II1.7

A pesar de que este tipo de ejercicio ayuda a desarrollar el razonamiento inductivo, hay
que tener cuidado, ya que se trata de tareas abiertas, las cuales no tienen una tnica solucién.
En esta actividad se espera que los niflos y nifias reconozcan cudl es el patrén que se repite en
la secuencia. En el ejemplo estd implicito que la secuencia continuard siempre igual, los nifios
deben reconocer que el patrén carita feliz-corazon-corazon, que solo se muestra dos veces en la
ilustracion, es el que se sigue repitiendo. Sin embargo, una respuesta basada en suponer que la
secuencia se repite entera dird que el término siguiente es una carita feliz, y también es vélida, lo
que es importante es la discusion que permite conocer el razonamiento que lleva a esa respuesta.

Como hemos visto, al plantear tareas donde se pide que se reconozca un patrén que se repite,
estd implicito que hay uno presente y que se puede reconocer. Asi, es necesario que este patrén
aparezca mas de una vez. Si en una secuencia de letras solo se muestra A E A, se puede creer que
la siguiente letra es E, suponiendo que el patrén que se repite es A E, pero también esta podria
ser A, si el patron que se repite es A £ A. En este caso, no es claro cudl es el patrdn, ya que no se lo
muestra repetido mds de una vez para poder observarlo con claridad.

En este tipo de tareas, también se supone que el primer elemento de la secuencia debe ser el
punto de partida del patrdn. Asi, en la siguiente secuencia:

O OO OO O

Figura II1.8

el patron que se repite, de acuerdo a esta convencion, es:

O O

Figura II1.9
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Sino nos fijamos en el primer elemento, podriamos decir que el patrén que se repite es:

OO

Figura IIl.10

lo cual es correcto, solo si se parte desde la cuarta figura. Observamos que las tareas de reconocer
patrones, incluso repetitivos, y continuar secuencias tienen ambigiiedades asociadas que se deben
tener en cuenta al momento de realizarlas.

Hay muchas secuencias que se construyen siguiendo el mismo patrén repetitivo, a pesar de
que estén constituidas de objetos distintos. Por ejemplo, las secuencias

ABBABBABB...
122122122...

se construyen esencialmente a partir del mismo patrdn repetitivo que el de la secuencia de la
Figura IIL. 7. En los ejemplos descritos, podemos decir que el patrén que se repite es:

ABBoABBABB

Ambas respuestas son correctas. Cuando se pide reconocer el patrén que se repite, implicitamente
se solicita encontrar el patrén repetitivo de largo minimo, que en este caso es

ABB.

Para pensar

Usando las letras A y B, construya todos los patrones repetitivos posibles de largo
minimo 5.

Es importante también reconocer que no en toda secuencia con elementos repetidos existe
un patrén repetitivo, por ejemplo, en la siguiente secuencia de cuadrados y tridngulos:

Figura III. 11

no hay un patrén repetitivo.
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Ejercicios

1. Proponga una regla para explicar la formacién de la secuencia anterior.

2. DPara cada una de las siguientes secuencias, proponga una regla que permita explicar su
formacién y que no sea un patrdn repetitivo:

a.

Al avanzar en la escolaridad aparecen problemas que involucran no solo reconocer un patrén
repetitivo, sino que también determinar cualquier término de la secuencia formada a partir de él.
Para abordar este tipo de problemas, se requiere de un grado mayor de abstraccién, particular-
mente en la descripcion del patrén.

Ejemplo
La siguiente secuencia se contintia siguiendo un patrén repetitivo:

ABOOABOOA

a. De acuerdo al patrén encontrado ;cudl es la figura siguiente?

D. 4Qué figura habra en la posicién 117
C. Y enla posicién 38?

Para responder las preguntas (2.) y (b.), reconocemos que el patrén que se repite es

ABEO@

y continuamos la secuencia. Asi, la figura que sigue en la secuencia sera:

y la figura de la posicion 11 sera:

O

Para responder a la pregunta (C.) ya no es factible continuar la secuencia repitiendo el
patrdn, sino que se debe razonar de manera mas abstracta. Como el patrén repetitivo
tiene largo 4, vemos que en las posiciones que son multiplos de 4 la figura sera:

@

Asi, en la posicion 36 habrd un pentdgono y, continuando con el patrén, vemos que
en la posicién 37 habrd un tridngulo y en la 38 un cuadrado.

Capitulo Il: Patrones y secuencias 155



156

Ejercicios

1. Considere la secuencia formada por rotaciones de un cuadrado, en donde cada figura de
la secuencia es una rotacién en 90° de la figura anterior. ;Qué puede decir acerca de la
secuencia que se forma?

2. Considere la secuencia que se forma repitiendo el siguiente patron:

ACOO

a. ;Qué figura habria en la posicion 137 ;y en la posicién 4587

D. ;Qué puede decir de los nimeros que corresponden a la posicién que ocupan los penta-
gonos en la secuencia?

C. Describa mediante una expresion algebraica qué posiciéon ocupa en la secuencia el
n-ésimo cuadrado.

3. Sihoy es miércoles ;qué dia de la semana serd en 153 dias mas? Explique cémo obtuvo la
respuesta.

En una secuencia puede haber més de un patrén repetitivo. Por ejemplo, en la siguiente
secuencia hay un patrén repetitivo de figuras y también uno de colores:

'\®] VX JHV\®] JAX

Figura Ill.12

Vemos que las figuras se repiten siguiendo el patrén tridngulo-circulo-cuadrado, que tiene
largo 3, y que los colores se alternan siguiendo el patron gris-blanco, que tiene largo 2. Por ejem-
plo, tenemos que la figura 65 de la secuencia es un circulo de color gris, pues 65=21-3 + 2y
65 =32 -2 + 1. También se puede considerar que en la secuencia hay solo un patrén repetitivo que
considera tanto forma como color:

AOR/ @

Figura Ill.13

el cual tiene largo 6. Considerando este patrén, también podemos verificar que la figura 65 es un
circulo gris, pues 65 =106 + 5.

Para pensar

Una secuencia tiene un patrén repetitivo de colores de largo 3: rojo-verde-azul, y uno
de figuras de largo 5: circulo-cuadrado-estrella-triangulo-cuadrado. ;Qué largo tiene el
patron repetitivo formado al considerar de manera conjunta color y forma?

Si ahora consideramos un patrén repetitivo de colores de largo 6 y uno de figuras de
largo 9, ;qué largo tiene el patrén repetitivo formado al considerar color y forma?
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Otro tipo de tarea que aparece en la educacion bésica tiene que ver con continuar secuencias
numéricas, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Completa la secuencia

(s [ [wlaolas] Js| [ [ [ |

Figura Ill.14

Vemos que la tarea propuesta es ambigua, en ella estd implicito que hay una regla de forma-
cién de la secuencia. En este ejemplo, podemos reconocer que la regla es que cada término de la
secuencia es el anterior mds 5, lo que explica los términos de la secuencia entregados. También
este tipo de patrén esta presente en la siguiente secuencia:

SEseRvecReces

Figura Il 15

En donde, si consideramos la secuencia formada por el niimero de circulos usados para construir
cada figura, vemos que para pasar de un término al siguiente sumamos 2. Este tipo de secuen-
cia numérica se denomina una progresion aritmética, cuyo estudio serd abordado en el préximo
apartado. Observamos que en las secuencias numéricas propuestas a partir de las Figuras I11.14
y II1.15 se reconoce un patrén numérico creciente, es decir, un término cualquiera es menor que
el término siguiente.

Ejercicio

Considere la secuencia de la Figura III.15, que se continda de acuerdo al patrén detectado
arriba.

a. ;Cudntas pelotitas habrd enla 72 figura?;y en la 1327

D. ¢Hay alguna figura formada por 37 circulos?;Hay alguna figura que tenga 56 circulos?
Justifique sus respuestas.

Veamos otro tipo de secuencia que sigue un patrén creciente. Consideramos la siguiente
secuencia de cuadrados, en que el lado de cada cuadrado tiene una unidad méas que el anterior,
de la cual se muestran los primeros 4 términos:

L]

1 2 3 4
Figura Ill. 16
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Observamos que la secuencia formada por los lados de cada cuadrado sigue la secuencia de
los nimeros naturales 1,2, 3, 4, ... pero si consideramos la secuencia de las areas de los cuadrados
(o del niimero de cuadrados unitarios que conforman cada cuadrado), obtenemos 1, 4, 9, 16....
Vemos que el cuadrado en la posicién 7 tiene lado igual a ny, por lo tanto, su drea serd n” Esta
férmula provee una descripcion algebraica de cada término de la secuencia.

Como ya hemos mencionado, continuar una secuencia siguiendo un patrén observado es un
problema ambiguo. Por ejemplo, si se nos pregunta cudl es el siguiente término de la secuencia

2,4,8,___

la respuesta no es tinica. Por ejemplo, podriamos responder que el siguiente nimero es 16, dicien-
do que en la secuencia entregada cada ntimero es el doble del anterior, describiendo asi cémo se
genera la secuencia dada. Otra posibilidad es decir que el préximo término es 2, proponiendo
que el patrén 2, 4, 8 se repite a lo largo de la secuencia. Estas respuestas son vélidas. En cada una
de ellas se propone una regla que se ajusta a los términos de la secuencia y que nos entrega un
numero distinto en cada caso. La pregunta realizada lleva implicito que hay una regla para formar
la secuencia, pero claramente eso no es suficiente para entregar el término siguiente.

Para pensar

Proponga una regla para que el préximo término de la secuencia 2,4,8,_,
sea 10y el término subsiguiente sea 14.

En resumen

o Al reconocer patrones se desarrolla el pensamiento inductivo, en el que proponemos
reglas generales en base a ejemplos observados. Sin embargo, estas conjeturas deben
ser demostradas utilizando pensamiento deductivo, es decir, se debe demostrar su
validez usando propiedades conocidas.

» El reconocimiento de patrones nos lleva pensar de manera algebraica, utilizando
variables para expresar regularidades.

» Los patrones que se reconocen a partir de secuencias finitas siempre serdn ambiguos
y no hay una manera tnica de continuar una secuencia, a menos que se indique de
manera inequivoca la regla a seguir.

Algebra - REFIP



Patrones y secuencias

Ejercicios de la seccion

1. ¢Qué hora del dia serd en 130 horas mas? Explique el razonamiento usado y su relacién con
patrones repetitivos.

2. (Problema liberado, prueba PISA 2002) Los faros son torres con un foco luminoso en la
parte superior que ayudan a los barcos a seguir su rumbo durante la noche cuando navegan
cerca de la costa. Un faro emite destellos de luz segtin una secuencia regular fija y cada faro
tiene su propia secuencia. En el diagrama de abajo, se puede ver la secuencia de destellos
de luz de un faro, los cuales alternan con periodos de oscuridad.

Luz — — — —

Oscuridad — —— - —

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Tiempo (seg.)

Se trata de una secuencia regular. Se llama periodo de la secuencia al tiempo que dura un
ciclo completo, antes de que comience a repetirse. Cuando se descubre el periodo de la se-
cuencia, es facil ampliar el diagrama para los siguientes segundos, minutos o incluso horas.

a. ;Cudntos segundos tiene el periodo de este faro?

h. ¢Durante cudntos segundos emite este faro destellos de luz a lo largo de 1 minuto?

C. Enla cuadricula de abajo, traza el grafico de una posible secuencia de destellos de luz de
un faro que emita 30 segundos de luz cada minuto. El periodo de esta secuencia debe ser
de 6 segundos.

Luz

Oscuridad

o1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Tiempo (seg.)

OAANOA

9 10 1 12

3. Considere la siguiente secuencia:
2 3 4

En esta secuencia se contintia repitiendo el patrén cuadrado-circulo-tridngulo-tridngulo.
Los nimeros bajo las figuras indican la posicién que tienen en la secuencia.

1 5

a. ;Qué figura estd en la posicién 45? ;por qué?
D. Felipe dice que hay 20 tridngulos hasta la posicién 40, ya que hay 2 triangulos en el patrén y
en 40 posiciones se ha repetido el patrén 10 veces. ;Es correcto el razonamiento de Felipe?
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C. Tomas dice que hay 15 circulos en las primeras 50 posiciones, ya que hasta la posicion 10
hay 3 circulos, por lo tanto, hay 3 - 5 = 15 circulos. ;Es correcto el razonamiento de Tomdas?

d. Determine el nimero de cuadrados, circulos y triangulos hasta la posicién 1.437. Explique
el procedimiento utilizado.

e. Describa qué secuencia numeérica forman las posiciones en que se encuentran los cua-
drados. ;Qué regularidad observa en esta secuencia? ;Qué relacién hay entre un término
y el siguiente?

f. Resuelva las partes (d.) y (¢.) considerando ahora la secuencia numérica para las posicio-
nes de los circulos.

0. Describa, usando una férmula, la posicion en que se encuentra el n-ésimo cuadrado.

La profesora de un curso designa 2 ayudantes que le colaboran durante la semana. En el
curso hay 30 alumnos y la profesora elige a los dos ayudantes siguiendo la lista, de modo
que la primera semana les toca a los nimeros 1y2, la segunda al 3 y al 4, y asi sucesivamen-
te. Suponga que los alumnos nunca pierden su turno y que el aflo escolar tiene 42 semanas:

a. ;Cudntas veces serdn ayudantes los alumnos que tienen el primer y segundo niimero de
la lista?

D. ;Seran ayudantes todos los alumnos el mismo niimero de veces?

Explique el razonamiento usado para responder las partes (2.) y (D.). ;Por qué este proble-
ma esta relacionado con patrones repetitivos?

Considere la expansion decimal del nimero 32/99.

a. ;Qué patrén siguen los digitos de la expansién decimal de este nimero? ;Por qué?

D. ;A partir de la coma, cudl es el digito que estd en la posicion 100 de la expansion decimal?
¢Qué digito estd en la posicién 1.003?

C. Explique como determinar cudl es el digito que estd en la posicion n de la expansion
decimal.

d. ;Cudntos digitos impares hay en la expansién decimal hasta la posicion 7?

Considere la expansién decimal de 18/7=2,5714285714285714285714285714286 ...

a. $Qué digito estara en el lugar 170 de los digitos decimales de este niimero (contados des-
de la coma)? ;Por qué?

D. ;Cudntas veces aparece el numero 1 entre los primeros 120 digitos decimales de este ni-
mero?

C. ;Cudntos numeros impares aparecen entre los primeros 120 digitos decimales de este
nimero?
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2.1 Progresiones aritméticas y geométricas

En esta seccion estudiaremos dos tipos de secuencias numéricas que pueden ser descritas
por una regla y que encontramos en distintos contextos matematicos y de la vida diaria.

Definicién III. 1~ Una progresion aritmética es una secuencia numérica finita o infini-
ta donde la diferencia entre dos términos consecutivos es siempre la
misma.

Por ejemplo, la secuencia de niimeros pares: 2,4, 6, 8, ... es una progresion aritmética, pues
la diferencia entre dos términos consecutivos es siempre 2.

Observamos que, en una progresion aritmética, cada término se obtiene sumando un niimero
fijo al término anterior, el cual es precisamente la diferencia entre un término de la secuencia y
el anterior.

Las siguientes secuencias corresponden a progresiones aritméticas:

+3 +3 +3 +3 +3
17 24 P77 o i 2

+5 +5 +5 +5 +5
37 g G137 187 93

+L +L +L +L +L
2 2 2 2 2
1 — — — —
2 2 2 2

) -2 ) -2 -2
- Y L e e

Figura Ill.17

Por ejemplo, la tercera secuencia de la figura parte con el niimero 1 y todos los términos que

. . , 1 . ,
siguen se obtienen sumando el nimero —. En la cuarta secuencia se parte con el niumero 5y todos
los términos que siguen se obtienen sumando el niimero -2.

Es muy importante que cualquier término de una progresién aritmética queda determinado
por su lugar en la secuencia, el niimero con el que esta comienza y la cantidad fija que se suma,
que llamaremos d. En las secuencias correspondientes a los niimeros impares y a los niimeros
pares:

1,3,5.7,9,...
2,4,6,8,10,...

vemos que para ambas d = 2, pero el primer término de una es 1y el de la otra es 2.
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Obtengamos una expresion para cualquier término de una progresion aritmética que comien-
za con el nimero a. Vemos que :

El segundo término de esta secuencia serd a + d.
El tercer término serda + d + d = a + 2d.
El cuarto término serd a+2d + d = a + 3d.

Asi, para obtener por ejemplo el término 10 de la secuencia, debemos sumar 9 veces d al primer
término, lo que nos entrega que a + 9d. Este mismo razonamiento nos lleva a concluir que:

el término Nserda+ (N-1)d.

Ejemplo
Determinemos si las siguientes secuencias comienzan como una progresion aritmé-
tica:

1)3,7,11,19, ...
2)2,7,12,18,23, ...
3)3,3,3,3,3,...

Para la primera secuencia vemos que al restar un término del siguiente obtenemos
7-3=4,11-7=4,15-11=4,19 - 15 = 4. Por lo tanto, la sucesiéon comienza como
una progresion aritmética con primer término 3 y diferencia 4.

En la segunda secuencia, obtenemos las restas 7 -2 =5,12 -7 =5,18 - 12 = 6,
23 - 18 = 5. Como no todas estas restas son iguales, concluimos que la secuencia no
es una progresion aritmética. En la tltima secuencia todos los términos son iguales,
por lo tanto, la diferencia entre dos de ellos es 0, y asi, la secuencia comienza como
una progresion aritmética.

Hay muchas situaciones de la vida cotidiana donde aparecen progresiones aritméticas. Por
ejemplo, en la cuenta mensual de electricidad se cobra un cargo fijo de $700, que cubre la primera
media hora y un monto variable que consiste en $80 por cada kilowatt hora (kwh) consumido (si
no hay sobreconsumo). La tabla de precios comenzaria como sigue:

Consumo
en kwh

Tarifaen $ 700 780 860 940 | 1.020 | 1.100 | 1.180 | 1.260 | 1.340 | 1.420

Tabla I11.2

La tarifa cobrada forma una progresion aritmética, donde la diferencia entre dos términos
consecutivos es 80, que es el precio por cada kwh adicional, y el primer término es 700. Para saber
el precio de un consumo mensual de Nkwh bastara calcular 700 + 80N. Por ejemplo, el cobro por
un consumo mensual de 260 kwh serfa de (700 + 80 - 260) pesos, es decir $21.500.
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Ejercicios

1. Determine si las siguientes secuencias comienzan como progresiones aritméticas. De ser
asi, escriba el primer término y la diferencia entre dos términos consecutivos.

a. 0,2;1,6;2,3; 3 D.-1,-4/3,-5/3,-2,-7/3 C.-7,-4,-1,3,6

2. Describa una regla para continuar la siguiente secuencia de figuras formadas por palitos
de fésforos, de tal manera que la cantidad de palitos usados sea una progresion aritmética

3. Exprese la secuencia de los multiplos de un nimero dado.

4. Considere la siguiente secuencia de tridngulos:

WA X

¢, Qué regularidad observa entre el niimero de puntos usados en una figura y el nimero de
puntos de la figura siguiente? Describa una regla que permita continuar esta secuencia.

5. Indique si las siguientes situaciones pueden ser descritas mediante una progresion aritmética:

a. Un bloque de hielo de volumen inicial 1 m®se derrite a una tasa de 0,01m®/h.
D. La altura de una persona medida desde su nacimiento.
C. La secuencia de temperaturas maximas diarias en un afio.

d. La ganancia de una sala de cine, si para su funcionamiento diario se debe incurrir en un
costo fijo de $150.000, y cada entrada vale $3.500.

6. Proponga situaciones que puedan ser descritas mediante las siguientes progresiones arit-
méticas:
a. 0,8,16,24
b. 500, 700, 900, 1.100, 1.300, 1.500, 1.700, 1.900, 2.100, 2.300, 2.500
€. 1,2,3,456,7,8,...
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Otro tipo de secuencia numérica que sigue una regla similar a la anterior, la cual relaciona
dos términos consecutivos, es la denominada progresion geométrica.

Definicién II.2  Una progresion geométrica es una secuencia numeérica, finita o infini-
ta, donde la razén entre un término y el anterior es siempre la misma.

Observamos que en una progresion geomeétrica, cada término se obtiene multiplicando el
término anterior por un nimero fijo, el cual es precisamente la razén entre estos términos.

En la siguiente figura se ilustran varias progresiones geométricas:

x 2 x 2 x 2 x 2 x 2
D R W

2 7y 8 16 32
x5 x5 x5 x5 x 5
P e e
25 125 625

x 0,5 x 0,5 x 0,5 x 0,5 x 0,5

x(=3)  x(=3)  x(=3) x(=3) x(-3)
o X N s
-9 27 -81 243

Figura Il 18

Como veremos a continuacion, en el caso de las progresiones geométricas también basta
con conocer el primer término y la razén, para conocer toda la secuencia. Consideremos una
progresién geométrica cuyo primer término es a y cuya razon es r.Vemos que:

El segundo término de esta secuencia serd ar.
El tercer término seré r por el término anterior, es decir ar”.
El cuarto término ser4 r por el término anterior, es decir ar®.
El quinto término serd r por el término anterior, es decir ar®.
Y siguiendo este razonamiento:
El término 7 serd igual a ar ™.

Las progresiones geométricas describen distinto tipo de situaciones, como, por ejemplo, el
crecimiento de una poblacion de bacterias (ver apartado 2.4 del Capitulo I) y el interés bancario.
Por ejemplo, si se deposita $1.000.000 en una cuenta de ahorro que paga el 6% de interés anual,
y no se deposita ni se retira dinero de la cuenta, la cantidad de dinero al final de un afio serd 6%
mas que la cantidad de dinero al final del afio anterior. Veamos cdmo esta situacion corresponde
a una progresion geométrica.
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Para calcular esta cantidad de dinero en un afio cualquiera habra que sumar la cantidad que
habfa el afio anterior (término anterior en la secuencia) y los intereses del 6% de esa cantidad, es
decir, habrd que multiplicar el término anterior por 1,06. Ast:

El primer término de la secuencia es igual a 1.000.000.

El segundo término de la secuencia es igual a 1,06 - 1.000.000 = 1.060.000.
El tercer término de la secuencia es igual a 1,06 - 1.060.000 = 1.123.600.
El cuarto término de la secuencia es igual a 1,06 - 1.123.000 = 1.191.016.

Vemos que el dinero depositado crece como una progresion geométrica de razén 1,06 y que parte
en 1.000.000.

Para pensar

¢De qué depende que una progresién geométrica crezca o decrezca?

Ejemplo

Determinemos si las siguientes secuencias son progresiones geomeétricas:

1)3,9,27, 81,243

2)8,4,2,1, L
9

3) 2,6, -18, -54, 162

Vemos que todas las secuencias consideradas son finitas. Para la primera secuencia,
. , 9 27 81 243 .,
los cocientes estan dados por: —=3, —=3,—=3,——=3. Por lo tanto, la sucesién
3 9 27 81
comienza como una progresion geométrica con primer término 3 y razén 3.
. . 4 12 114
En la segunda secuencia los cocientes son —=—,—=—,—,==—. Por lo tanto, la su-
24 221
cesion es una progresién geométrica con primer término 8 y razén o

. . , -18
Para la tercera secuencia, el segundo y tercer cociente estdn dados por o -3,

-54 . - iy ;
Q =3. Con esto, basta para concluir que la sucesion no es una progresion geomé-

(-18)

trica, pues no todos los cocientes entre términos consecutivos son iguales.

Para pensar

Explicar por qué si una secuencia es una progresion geomeétrica, entonces la secuencia
formada por los cuadrados de los términos de la primera es también una progresion
geométrica.
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Ejercicios

Determine si los términos dados de las sucesiones que siguen estdn en progresion geomé-
trica. De ser asi, escriba el primer término y la razon.

2. 0408 1,6:3,2 6,4 ¢ -11,-1,1,-1,1
hptt 11 d. 2,4,16, 256, 65.536
39" 2781

Para estimar /2, podemos comenzar notando que 1< J2<2 (yaque 12=1y22=4)yque,
2

por definicién, /2~ =2. Sin més informacién que esa, la mejor estimacién de x es la mitad

entre 1y 2, es decir, 3. El méximo error que podriamos estar cometiendo con esta estima-

cién tiene que ser menor que l que es la distancia de nuestra estimacion, tanto a 1 como

2
9 . , .
a 2. Ahora, como 2 73 >\2 * _ 9, concluimos que /2 estd entre 1y é Con esta infor-

- . . .5
macién, estimamos /2 como la mitad entre 1y § es decir " pues de ese modo estamos
2

. 1 . .
seguros de que el error que estamos cometiendo es menor que —, que es la distancia entre
5 3 4o
nuestra estimacion Z y tanto 1 como =. Siguiendo con este procedimiento, generaremos
2
una secuencia de aproximaciones a /2 que pondremos siempre al centro de un intervalo,
es decir, de un segmento de la recta, cuyo largo se reduce a la mitad en cada paso y donde
. . (o 1 P
el error asociado al primer término es menor que —, el error del segundo término es menor
1. . o .
que — y asi sucesivamente. ;Cudntos términos tendremos que calcular para estar seguros de

cometer un error menor que 0,00005?

2.2 Series

Al hacer sumas parciales de los términos de una secuencia, se obtiene una nueva secuencia

numérica que llamamos serie. En el caso de las progresiones aritméticas y geométricas, estas
sumas son particularmente interesantes, pues se pueden calcular.

Consideremos la secuencia de los numeros naturales

1,2,3,4,5,6,...

Se trata de una progresion aritmética que comienza con 1y cuya diferencia es también 1. Consi-
deremos ahora la serie formada por las sumas parciales:

primer término = 1,
segundo término=1+2 =3,
tercer término=1+2+3 =6,

cuarto término=1+2+ 3 +4=10.
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Una manera de visualizar la serie es mediante la parte sombreada en la siguiente secuencia
de figuras:

L]

1 2 3 4

Figura Ill.19

En esta secuencia, el lado del cuadrado crece una unidad al pasar de un término al siguiente. Si el
cuadrado Nestd formado por N cuadrados de drea unitaria, el drea este serd N°. El drea sombreada
en el cuadrado de lado N corresponde a la mitad del area de este cuadrado mas la mitad del area
de los cuadrados unitarios que forman la diagonal. Como en la diagonal del cuadrado niime-
ro N hay exactamente N cuadrados unitarios, tendremos que el drea sombreada corresponde a
N N . R . : .
—— +— . Asi, hemos concluido que el término nimero N de la serie es N +—, es decir,

2 2 2

N* N N(N+1)
=t ="

2 2 2
Este resultado nos permite calcular las sumas parciales de cualquier progresion aritmética.

En efecto, consideremos ahora una progresion aritmética de diferencia d y que comienza en a,
como se muestra en la tabla que sigue.

1+2+3+...+N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 N
ala+d|a+2d | a+3d | a+4d | a+5d | a+6d | a+7d | a+8d a+(N-1)d

Tabla II1.3

La suma de los N primeros términos de la progresion geométrica estd dada por:
at+(a+d)+(a+2d)+...+(a+(N-1)d)).

Observamos que a aparece sumado Nveces y que podemos factorizar d de todos los otros suman-
dos. Asi, reagrupando tendremos que el término N de la serie corresponde a:

Na+d(1+2+...+(N-1)).

Usando la férmula obtenida antes para la suma de los primeros N-1 niimeros naturales, tendre-
mos que la suma de los primeros N términos de la progresién aritmética sera:

Na+d(N—l)%.
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Ejercicios

1. Josefina estd jugando con bloques rectangulares de madera, apildndolos siguiendo la forma
triangular que se muestra en la figura.

a. Ella formé un tridngulo con 66 bloques. ;Cudntas filas tiene el tridngulo formado?

D. Josefina tiene 100 bloques. ;Cudntas filas tiene el tridngulo con el mayor niimero de blo-
ques que puede formar?

2. Encuentre una formula para la suma de los N primeros niimeros impares.

a. Para ello, le proponemos considerar una estrategia que se ilustra en la figura que sigue,
explicando su razonamiento.

Oo|@|0|@|0|e|O
@ 0|0|® 0|00
OO0O0|@e0e|o
@000 000”0

O|@|O
@000 0® 0|0
ONONONONONONG)

0. Explique cdmo podria deducir la misma formula obtenida antes, pero a partir de los otros
dos esquemas que siguen:

O 000000

O0@ 000000
O00C0ee 000000
O00LCeee @000O00O
oJojeoleieN X X X L X JOXOXGLOXO)
O000OO0OLOCe00e0ee @O0O0OO00OO
O000OO00Le00e00e O00O0OO00O

C. Apartir delas figuras anteriores, obtenga una férmula para la suma de los primeros N pares.

Para calcular las sumas parciales de una progresién geométrica, utilizaremos una estrategia
diferente. Consideremos una progresion geométrica cuya razon es ry con primer término a, como
se muestra en la tabla que sigue:

1 2 3 4 5 6 .. N
a ar ar? ar® ar® ar® .. ar™?
Tabla I11.4
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Llamemos § a la suma de los primeros N términos:

S=a+ar+ar’+...+ar™.

Notemos que si multiplicamos S por r, obtendremos:

rS=ar+ar*+ar*+...+ar"

y por lo tanto:
S-rS=a-ar",

es decir, S (1 -r)=a (1 -r"), delo que concluimos que:

_ U )
“a-n
Una observacién interesante con respecto a esta féormula es que si la razén r es un nimero
mayor que —1 y menor que 1, entonces r" serd cada vez mds pequefio cuando N crezca, aproxi-
mandose a 0. En este caso, podemos dar sentido a sumar todos los términos de una progresion

geométrica. A medida que N crece, la suma de los términos se acerca mas y mas a:
a

=)

Este valor se interpreta como la suma de todos los términos de la progresién.

Ejemplo .
El nimero 0,1 = 0,1111111 ... se puede escribir como
1 1 1
0,1+0,01+0,001.. —
0 100 1.000

Si consideramos la secuencia de los sumandos tendremos que se trata de una secuen-

cia geométrica que comienza en a = 0,1 y de razén
1

10
La férmula anterior nos permite calcular la serie infinita como

1 11 1 1 0,1
0,11111.. +..=—=

1
10 100 1000 10000 100.000 09 9

=0,1

Se puede visualizar usando areas de cuadrados el valor de la suma infinita de la serie geomé-
trica formada por las potencias naturales de 1.
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En efecto, el drea del cuadrado de lado igual a 1 es 1, y este cuadrado se puede descomponer
de la siguiente manera:

15
1 (32
8 | L
1 16
2
1
4
Figura I11.20

De donde podemos deducir que la suma infinita anterior es 1.
Ejercicios

1. Calcule el nimero decimal periédico 0,166666 ... utilizando una serie geométrica.

2. Suponga que usted ahorra cada mes $30.000, los que deposita en una cuenta que le ofrece
un interés mensual del 0,4%. Calcule cuanto dinero tendra al cabo de un afio en esa cuenta.

3. Comparando las dreas en la figura, justifique la suma que sigue. Compruebe este resultado
con la férmula obtenida anteriormente.

N

En resumen

» Las progresiones aritméticas son aquellas secuencias en las que la diferencia entre un
término y el anterior permanece constante.

» Las progresiones geométricas son secuencias en las que el cociente o razén entre un
término y el anterior permanece constante.

» Existen formulas que nos permiten expresar la suma de los primeros N términos, tanto
de una progresion aritmética, como de una progresién geométrica.

» Enel caso dela progresion geométrica, cuando la razén r satisface -1 < r < 1, se puede
asignar un valor a la suma de todos los infinitos términos de la progresion.
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Ejercicios de la seccion

1.

CAPITULO

3

Patrones y secuencias

Considere la siguiente secuencia de puntos:
° o0 (X X ) (XX X

a. Describa un patrén que sigue la secuencia.

h. Sila secuencia se continta siguiendo el patrén descrito en (2.), ;cudntos puntos tendrd la
52 figura? ;cudntos puntos tendra la 82 figura?
C. ;Cudntos puntos tendra la 232 figura? Justifique.

(. Determine una férmula que permita encontrar el niimero de puntos de la figura n.

Para cada una de las secuencias, describa un patrén que indique cémo se generan:

VANRVAVAVAVANRVAVAVS

b'ﬁ ||||| ||||||| |||||||||
OO0 OO0 OO0

Marcela tiene dibujado un cuadrado en una hoja de papel cuadriculado y comienza a pintar
alrededor de él como muestran las siguientes figuras:

3a 4a
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a. Suponiendo que sigue pintado de la misma manera, complete la tabla

Ntimero de nuevos Ntmero total de
Ne de la figura . .
cuadros pintados cuadros pintados
2 8 9
3
4
5
6

D. 4Cuadl es el niimero de nuevos cuadrados pintados en la 102 figura? ;y cudl es el niimero
total de cuadrados pintados?

C. Describa mediante una formula la secuencia de nuevos cuadrados pintados para cada figura.

(. Describa mediante una férmula la secuencia del total de cuadrados pintados para cada figura.

4. Lasiguiente secuencia de figuras formadas por “x” se muestra hasta la cuarta posicion.

XXX XXXX XXXXX XXXXXX
X XXXX XXXXX XXXXXX
X XXXXX XXXXXX
X X XXXXXX

X X

X X

X

X

a. Proponga un patrén de formacion para la secuencia compuesta por el niimero de x nece-
sario para formar cada figura.

D. Siguiendo la secuencia y usando el patrén descrito en (2.) jcudntas x se usan para una
figura en la posicién n?

5. Enla secuencia de torres de cubos que se muestra a continuacion, cada torre se obtiene
agregandole un cubo a la torre anterior.

a. Complete la siguiente tabla

Numero de cubos Ne de caras exteriores
1 6
2 10
3
4
5

D. Describa el patrén de la secuencia formada por el niimero de caras exteriores de cada
torre. ; Cudntas caras visibles tiene la torre n?
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6. Determine una posible férmula del término n-ésimo para las siguientes secuencias:

a. 2,3,4,5,... C.2,%,2,%,2,%,...
h. 2,10,50,250,... d 1,-1,1,-1,1,...

/. Considere la siguiente situacion:

Un hombre tiene una pareja de conejos y desea saber cudntos son engendrados a partir de
este par en un ario. Se sabe que un par de conejos tarda un mes en alcanzar la edad fértil y a
partir de ese momento cada mes engendra una nueva pareja de conejos, es decir, un macho y
una hembra.

En el diagrama que se muestra a continuacion se ilustra la situacion descrita.

Nimero de mes Pares de conejos

1

ler mes

2do mes

3er mes

4to mes

5to mes

6to mes

En el primer mes hay 1 par de conejos no fértiles. El segundo mes hay el mismo par de
conejos, pero esta vez son fértiles. El tercer mes hay 2 pares de conejos, los conejos fértiles
del primer mes y sus crias no fértiles nacidas el segundo mes. El cuarto mes hay 3 pares de
conejos, los conejos fértiles del primer mes junto con sus nuevas crias no fértiles nacidas
el cuarto mes y el par de conejos nacidos en el tercer mes que ahora son fértiles, y asi su-
cesivamente. Asi, se obtiene la siguiente secuencia formada por el nimero de parejas de
conejos de cada mes:

1,1,2,3,5,8, ...

a. Determine los 12 primeros términos de esta secuencia.

h. Explique por qué cada término de la secuencia (a partir del tercero) es igual a la suma de
los dos términos anteriores.

Esta secuencia de niimeros se llama "sucesion de Fibonacci’, y aparece en la naturaleza en
la distribucion de hojas en un tallo, la distribucién de semillas en flores y frutos, etc. Invi-
tamos al lector o lectora a revisar la abundante y sorprendente informacién que se puede
encontrar en Internet.
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8. Considere la secuencia:

1 2 3 4 5

2 3 5 6

a. ;Qué regularidad observa en los términos de la secuencia? Proponga una regla que le
permita continuar la secuencia, siguiendo con el patrén observado.

D. Considere la resta entre un término y el siguiente. ;Qué patrén observa en esta secuencia?
Justifique la validez del patrén usando la regla obtenida en la parte anterior.

9. Considere la secuencia de numeros dada por la siguiente regla:

e El primer términoes 0+ 1+2=3.
o Elsegundo términoes 1 +2 +3=6.

o El tercer términoes2 +3+4=09.

Y en general, el término N estd dado por la suma del niimero N con su antecesor y sucesor.

a. Encuentre el término 258 de la secuencia
D. ;Es esta secuencia una progresion aritmética?

C. Elnimero 3.478 ;aparece en la secuencia?

10. Obtenga la suma de los primeros 100 multiplos de 7.

11. Laférmula de la suma de una progresion aritmética se obtiene también de una estrategia
atribuida a Gauss'. Para sumar los primeros N numeros naturales S=1+2+ 3 + ... + N,
notemos que da lo mismo sumarlos en cualquier orden, es decir, también podemos escribir
§=N+..+3+2+ 1 Porlo tanto, podriamos sumar 2 veces S, calculando las sumas de las
parejas de términos que quedan uno sobre el otro en esta suma, es decir:

S§= 1 + 2 + 3 +.+WN-2+WV-1)+ N

S§= N +N-D)+N-2)+..+ 3 + 2 + 1
285=(N+D+N+1D)+(N+1D+...+(N+ 1)+ (N+1)+(N+1)

Complete el argumento que le permite obtener de aqui la férmula de la suma de los prime-
ros N ntiimeros naturales.

12. Un gran nimero de estudiantes financian sus carreras con el Crédito con Aval del Estado,
CAE. Este fondo permite, a los estudiantes que lo requieran, pagar sus estudios universi-
tarios con un préstamo que deberdn devolver una vez que finalicen sus estudios y generen
ingresos con su ejercicio profesional. En el afio 2011, este dinero se prestaba con una tasa
de interés anual del 6% vy, a partir del 2012, una nueva ley bajé este interés al 2% anual.
Supongamos que un estudiante recibe un préstamo para cubrir la totalidad del arancel
de su carrera, el que anualmente es de $1.500.000, y que su carrera tiene una duracién de
5 aflos. Calcule la deuda que habrd acumulado este estudiante al final del quinto afio, con
ambas tasas de interés y compare.

1 Matematico aleman de gran importancia que vivié entre los afios 1777 y 1855, y cuya genialidad matemati-
ca se manifestd a temprana edad.
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13.

14.

Patrones y secuencias

En el libro £/ hombre que calculaba, de Malba Tahan, se cuenta la famosa leyenda del juego
del ajedrez:

El rey Iadava, serior de la provincia de Taligana, perdio a su hijo Adjamir en una batalla
para salvar su reino de una invasion. El rey se sumergio en la tristeza debido a que recordaba
diariamente la batalla en la cual perdid a su hijo. Por este motivo, descuido sus quehaceres y
dejo de gobernar el reino con sabiduria. Un subdito, llamado Sessa, quiso ayudar al rey a salir
de su tristeza para que gobierne como lo hacia anteriormente y por eso le llevo un juego, un
tablero de ajedrez, para que el rey se distrajese. El tablero de este juego emulaba un campo de
batalla y sus piezas a dos ejércitos. Sessa le enserid a jugar al rey y este al jugar se dio cuenta
de que el sacrificio de un principe en una batalla a veces es impuesto por la fatalidad, para que
resulte la paz y la libertad de un pueblo. De esta manera, el rey encontro consuelo a su tristeza
¥ quiso recompensar a Sessa con lo que él pidiese. Sessa se nego a recibir recompensa y el rey
insistid en que podia darle lo que €l pidiese. Ante tanta insistencia, Sessa dijo al rey que queria
su recompensa en granos de trigo, de la siguiente manera: Me daréis un grano de trigo para la
primera casilla del tablero; dos para la segunda; cuatro para la tercera; ocho para la cuarta; y
ast, doblando sucesivamente hasta la tltima casilla del tablero. Todos en la corte se rieron de
la peticion de Sessa. El rey mandd a llamar a los algebristas mds hdbiles de la corte y ordend
que calcularan la porcion de trigo que Sessa querta. Para sorpresa del rey; el mds sabio de los
matemdticos le dijo: Mi serior, hemos calculado el niimero de granos de trigo y obtuvimos un
numero cuya magnitud es inconcebible para la imaginacion humana. El trigo que habrd que
darle a Sessa equivale a una montafia que, teniendo por base la ciudad de Taligana, se alce
100 veces mds alta que el Himalaya. Sembrados todos los campos de la India, no darian en
dos mil siglos la cantidad de trigo que segiin vuestra promesa corresponde al joven Sessa. El
rey quedo estupefacto y Sessa, para no afligir a su rey, renuncio a su recompensa. Finalmente,
el rey lo nombrd visir.

Encuentre una expresion para la cantidad de granos de trigo que el rey Iadava debia pagar
al joven stbdito Sessa. ;Se puede calcular esta cantidad usando una calculadora? ;y un
computador?

Una de las mds famosas paradojas de Zendn dice que incluso el veloz Aquiles, el de los pies
alados, jamds podrd alcanzar a la lenta tortuga, sile da una ventaja inicial. Para simplificar,
supongamos que Aquiles es 10 veces mas veloz que la tortuga y que le da 10 metros de ven-
taja. Segiin Zenén, cuando Aquiles haya recorrido esos 10 metros, la tortuga estard 1 metro
delante de él; y cuando Aquiles haya recorrido ese metro, la tortuga estard 1 cm delante
de él; y asi sucesivamente. La tortuga siempre estard delante Aquiles. Muestre que Zendn
estaba equivocado y que Aquiles alcanzard a la tortuga, calculando una serie geométrica
infinita.
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3. Dificultades asociadas al trabajo con patrones y secuencias

El reconocimiento de patrones es un tipo de tarea matematica que aparece de manera muy
temprana en la escolaridad. En los niveles pre escolares y en primero y segundo bdsico, nifios y
nifios se veran enfrentados a tareas que consisten en continuar secuencias de figuras, colores,
numeros o letras, reconociendo un patrén a partir de los términos entregados. Este tipo de ac-
tividad puede tener mucho valor. Reconocer un patrén y predecir a partir de él es crucial para
ser capaz de formular conjeturas. Pero, hay que tener presente que, a menos que se entregue una
regla inequivoca, siempre continuar una secuencia es una tarea ambigua. Este hecho causa que
muchos problemas que se encuentran en textos escolares y otros materiales estén mal planteados.
Por ejemplo, en el siguiente ejercicio:

Determine el siguiente término de la secuencia:
6,12,18,24,30, ...

Se da por sentado que existe una tinica manera de determinar el siguiente término de la secuen-
cia, lo cual no es correcto, ya que hay una infinidad de reglas posibles que explican los primeros
5 términos de ella. Este tipo de problema puede dar a entender que la respuesta se encuentra
adivinando una regla que estd pensando el profesor, lo cual se contrapone al sentido del trabajo
matematico.

Por otra parte, hay que considerar que reconocer patrones y continuar secuencias son ta-
reas matematicas importantes. Lo que se debe considerar es plantear los problemas de manera
correcta, dando espacio para una amplitud de respuestas. Al evaluar estos contenidos, resulta
particularmente importante tener esto presente.

El trabajo con secuencias debe tener un cardcter matemadtico y no ser una tarea de ingenio
en que la respuesta deba ser encontrada mediante un truco. Es muy comtin encontrar en distintos
medios tareas como:

Determinar el siguiente término de la secuencia U, D, T,C,C,S, §, O ...

Donde lo que se busca es que se reconozca que la secuencia estd formada por la primera letra de
cada numero natural. Si bien resolver estos problemas puede ser motivante para algunos estu-
diantes, al hacerlos como parte de una clase desvirtian el trabajo matematico, haciéndolo parecer
una coleccién de trucos, donde lo que manda es el ingenio.
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Otro aspecto a considerar es que, cuando se proponen secuencias, el niimero de términos
debe ser acorde a lo que se desea que los alumnos reconozcan. Si se entregan muy pocos térmi-
nos, serd dificil proponer cualquier regla de formacién. Por ejemplo, en la siguiente secuencia hay
distintas regularidades presentes, y no es razonable proponer una regla de formacion a partir de
estos términos.

XXX XXXX XXXXX
X XXX XXXX
X XXX
X
X
Figura Il1.21

En el trabajo con patrones, siempre hay que considerar que la indagacién y el establecimiento
de conjeturas no pueden reemplazar el trabajo deductivo sino complementarlo, para enriquecer
asi el desarrollo de competencias esenciales al trabajo matematico.

Ejercicios de la seccion

1. Proponga como formular el ejercicio anterior de manera que se admitan mdltiples solucio-
nes. Entregue al menos 3 maneras de continuar la secuencia propuesta, a partir de reglas
que expliquen los primeros 5 términos entregados.

2. DPara el siguiente ejercicio:

Reconozca el patrdn que se repite en la secuencia

OCARROCOAEREBOOANEO
Se dieron las siguientes respuestas:

- ABBOO
OA N
cOARBOOANEO

Explique qué razonamiento podrian llevar a dar estas respuestas.
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Capitulo

IV Funciones

Introduccion

El concepto de funcién es muy importante en matematica y ciencias. Las
funciones nos permiten describir diferentes fendmenos en los que se relacionan
dos cantidades que varian. Por ejemplo, se usan funciones para describir la dis-
tancia recorrida por un vehiculo, en funcién del tiempo transcurrido desde su
partida, o para describir la cantidad de personas infectadas por una epidemia
dependiendo de la cantidad de dias de propagacién de la enfermedad. El estudio
de las funciones nos puede ayudar a ganar comprensién acerca del mundo que
nos rodea y a predecir nuevos fendmenos.

Las funciones son asignaciones entre dos variables, que se pueden presentar
de muchas maneras y estudiar con una variedad de herramientas. Todas esas
maneras nos ayudan en su andlisis y aportan desde distintas perspectivas. Sin
embargo, es en los graficos donde encontramos una representacion que permite
sintetizar la informacion contenida en una funcién. Los graficos nos ayudan a
describir globalmente una funcién, mostrando aspectos relevantes de la funcién
que describen: tendencias, puntos donde estas tendencias cambian y, en general,
su comportamiento. A partir de un grafico, se pueden sacar muchas conclusio-
nes acerca de una funcién. Graficar una funcién también nos permite comuni-
car visualmente su comportamiento de una manera sintética, transmitiendo de
forma directa y concisa el andlisis que hayamos realizado de ésta.

En este capitulo, estudiaremos la definicién matematica de funcidn y formas
de presentarla, como férmulas y tablas. También, estudiaremos el concepto de
razon de cambio, a través del cual se puede describir cdmo cambian las variables
involucradas en una funcién. A este concepto, y a la funcidn lineal, le dedicare-
mos toda una seccién por su relevancia y utilidad.

Los graficos se estudian en la tltima seccién. En particular, veremos cémo
elaborar graficos a partir de tablas y a partir de situaciones, el grafico de la fun-
cién lineal, discutiendo el significado que tiene la razén de cambio o pendiente.
También estudiaremos la interpretacion de graficos, lo que conlleva estudiarlos
de manera cualitativa, poniendo el énfasis en sus caracteristicas globales, como
son el crecimiento, decrecimiento, y cambios de tendencia, lo que nos permite
entender cdmo varian las cantidades involucradas, para luego interpretar esto
en el contexto de la situacion estudiada.
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Funciones

1. Conceptos basicos

En esta seccion estudiaremos la definicién de funcion como objeto matematico, para luego
poder trabajar con ella en la tarea de modelar distintas situaciones.

DefinicionIV.1:  Una funcidn es una regla o correspondencia qué a cada elemento de
una coleccién o conjunto de entradas, le asigna un elemento de una
coleccion o conjunto de salidas.

El siguiente esquema nos permite visualizar los elementos fundamentales que caracterizan
alas funciones

Coleccion o conjunto Coleccion o conjunto
de entradas de salidas

Figura IV.1

Tal como se muestra en la figura, a la izquierda estd la coleccion o conjunto de entradas, y a
la derecha la coleccion o conjunto de salidas. Los circulos representan los distintos elementos de
cada una de las dos colecciones y las flechas indican la correspondencia. Vemos que a cada ele-
mento del conjunto de entrada se le asigna un elemento del conjunto de salida. También notamos
que la funcién puede asignar a dos entradas distintas una misma salida. Se denomina dominio al
conjunto de entradas de la funcién y recorrido al conjunto de salidas.

No toda correspondencia entre conjuntos es una funcién. Por ejemplo, el siguiente diagrama
no representa una funcién ya que no a todas las entradas le corresponde una salida:

Figura 1V.2
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En la asignacién que se muestra en el diagrama a continuacion, hay una entrada a la cual le co-
rresponde mas de una salida, por lo que tampoco representa una funcion.

Figura IV.3

Representar funciones mediante diagramas no es muy util, solo se puede hacer cuando el
numero de entradas es pequefio. Sin embargo, nos ayuda a comprender los elementos esenciales
que definen a una funcién. Otra forma en que podemos entender una funcién es haciendo una
analogia con la idea de una mdquina la cual recibe una entrada y la transforma. Por ejemplo,
consideremos una funcién que toma un nimero cualquiera y lo multiplica por 5 y le suma 1. Po-
demos visualizar la funcién usando el siguiente diagrama, en que el recuadro central simboliza
la maquina.

X Multiplica por 5 5x + 1
(entrada) y le suma 1 (salida)
Figura IV4

Por ejemplo, si la entrada es 2:

Multiplica por 5
y le suma 1

Figura IV.5

Esta funcién se puede describir mediante una expresion algebraica: si x es un nimero (entrada),
la funcién lo multiplica por 5, obteniendo 5x, y luego le suma 1, lo que entrega el niimero (salida)
5x+ 1.

Sillamamos f'a una funcién, entonces f(x) denota la salida de la funcién correspondiente a
la entrada x. En el ejemplo anterior: f(x) = 5x + 1.

Definiciéon IV.2:  Evaluar una funcién en una entrada significa entregar el valor de la
salida correspondiente.

Por ejemplo, si la funcidn festd descrita por la expresion f(x) = 5x + 1, entonces, al evaluar la
funcién en 3 obtenemos f(3) = 16.
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Una notacién que es muy usada y enfatiza la idea de funcién como la descripcién de una
relacién entre dos variables es escribir y = f(x) para expresar que las variables x e y estan relacio-
nadas a través de la funcién £ En esta notacion, x denota una entrada de la funcién y se denomina
variable independiente, mientras que y denota una salida de la funcién y se denomina variable
dependiente, expresando que y depende de x.

Cualquier secuencia se puede describir a través de una funcién, la cual a cada ntimero natural
n le asigna el niimero o figura de la secuencia que se encuentra en esta posicion. Por ejemplo, con-
sideremos la secuencia construida repitiendo el patron de flechas: derecha-abajo-arriba-izquierda,
tal como se muestra en la figura.

SLPEDLPED-

Figura IV.6

A partir de esta secuencia, podemos definir una funcién que llamaremos fig, la cual asocia a
cada niimero natural N, que representa la posicién en la secuencia, la figura correspondiente. Ast:

fe-c)  is-Jl @ -

Para determinar fig (V) para un natural cualquiera, observamos que como el patrén tiene
largo 4, si el ntimero N es multiplo de 4, entonces fig (N) = <§D Si Nes un multiplo de 4 més 1,

tenemos que fig (V) = <:§> Si Nes un multiplo de 4 més 2, tenemos que fig (V) = “|°. Finalmente,
si Nes un mltiplo de 4 més 3, entonces fig (N) = @.Vemos que la secuencia y la funcién definida
a partir de esta entregan la misma informacion.

Silos elementos de una secuencia estan descritos por medio de una expresion algebraica, la
funcién que define la secuencia también lo estard. Por ejemplo, podemos describir los términos
de una progresién aritmética a través de la funcion P(N) = a + (N - 1) d, donde a es el primer
elemento de la progresion, y d es la diferencia entre un término y el anterior.

En resumen

» Una funcién es una correspondencia o asignaciéon que a cada elemento de una
coleccién, que denominamos entrada, le asocia una salida, que es un elemento de otra
coleccion.

« Cualquier secuencia se puede expresar a través de la funcién que hace corresponder a
cada ntimero N el elemento en la posicion N de la secuencia.
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Ejercicios de la seccion

Indique cudles de las siguientes asignaciones pueden describirse mediante una funcion.
Para cada caso, identifique la coleccion de entradas y salidas y describa la correspondencia
respectiva:

a. A cada alumno o alumna de un curso se le asigna su nimero de lista.

D. A cada niimero de teléfono se le asigna la persona duefia de este.

C. A cada poligono regular se le asigna el niimero de vértices.

d. A cada tridngulo rectangulo se le asigna la medida de la hipotenusa.

e. A cada residente de Chile se le asigna su niimero de RUT.

f. A cada niimero real positivo se le asigna un tridngulo que tenga al niimero como perimetro.

Describa, usando una férmula, las siguientes maquinas que representan funciones.

Ve

q Duplica y luego

d suma 3

b Resta 1y luego
' divide por 2

Determine cudl o cudles de los siguientes diagramas representan una funcién. Explique
por qué.
A E

iguana

luciérnaga
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4

Funciones

4. Para cada una de las siguientes secuencias, proponga una regla para continuarlas y descri-
balas como una funcion.

a. El niimero de palitos necesarios para hacer la casa N

1 2 3

h. Elntimero de cuadrados en la figura N

5. Evalte las siguientes funciones:

a f(x)=4x’+1enx=1; 05 4

h.g(x)=x(x+1)-xen x=0; —1;%
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2. Formulas y tablas

Hay muchas maneras de presentar o describir una funcién y la eleccién dependerd del tipo
de funcién y de qué se desea estudiar y comunicar. Consideremos la siguiente situacion:

Un promotor de tarjetas de crédito gana $5.000 diarios y $2.000 por cada persona que contrata
el servicio.

Este enunciado describe una funcién que entrega la ganancia diaria del promotor, si conocemos
cudntas personas contactadas por el promotor deciden obtener la tarjeta. Por ejemplo, si en un
dia 5 personas obtienen la tarjeta, la ganancia del promotor es de 5.000 + 5 - 2.000 = 30.000 pesos.

En algunos casos, podemos describir una funcién mediante una expresion algebraica o for-
mula. En el ejemplo anterior, la funcion:

G(n) = 5000 + 2000n

entrega la ganancia diaria del promotor, si 7 personas contactadas obtienen la tarjeta. Veamos
otro ejemplo.

Ejemplo
Consideremos un rectangulo de perimetro 10 cm. Describamos la funcién que entrega
el area del rectangulo, si se da el largo de uno de sus lados.

Llamemos a y b al largo de los lados del rectangulo expresados en cm. Como el pe-
rimetro del rectdngulo es 10 cm, se cumple que 2a + 2b = 10. De esta igualdad ob-
tenemos que 2b = 10 - 2a, de donde deducimos que & = 5 - a. Notemos que esta
igualdad define la funciéon que toma como entrada el largo de un lado del rectdangulo
de perimetro 10 cm y entrega como salida el largo del otro lado. Con esto, podemos
determinar la funcién 4 que entrega el area del rectangulo en términos de a, la cual
estd dada por A(a)=a (5 - a).

La funcién A puede ser evaluada para cualquier valor de a, por ejemplo, para valores
de a negativos, pero, en el contexto de la situacién presentada, solo tiene sentido
considerar 0 < a < 5.

Ejercicio

Explique, en el contexto del ejemplo anterior, el sentido que tiene la evaluacién de la fun-
cibndena=00a=5.

Otra forma de presentar una funcién es mediante una tabla de doble entrada. En la primera
columna se listan las distintas entradas de la funcion y la segunda columna contiene las corres-
pondientes salidas. Por ejemplo, podemos definir la funcién “altura’, que a cada nifio o nifia de un
curso le asigna su altura expresada en metros. Al usar una tabla para mostrar la funcién “altura’,
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ponemos en la primera columna un identificador para cada nifio, que en este caso es el nombre
con el apellido paterno (suponiendo que no hay dos nifios con el mismo nombre y apellido), y en
la segunda columna se anota la altura del nifio o nifia correspondiente.

Alumno (a) Altura (m)
Javiera Alarcén 1,28
Camilo Baeza 1,32
Mariano Barrientos 1,26
Antonia Castro 1,32
Carolina Carrasco 1,45
Martina Fernandez 1,27
Carlos Gutiérrez 1,34
Daniel Herrera 1,27
Josefa Landeros 1,33
Maximiliano Lorca 1,36
Sandra Mufioz 1,32
Tomas Palacios 1,29
Florencia Zapata 1,30

Tabla IV.1

En este ejemplo, tenemos que al evaluar la funcién “altura” en la alumna Martina Fernandez,
se obtiene 1,27m. Si llamamos “altura” a esta funcién, entonces:

altura (Martina Ferndndez) = 1,27m

En este caso, mediante la tabla podemos representar la funcién completamente, ya que podemos
listar a todos los nifios y nifias del curso.

Muchas veces usamos tablas para describir una funcién que se define a partir de una situa-
cién, por lo que se requiere construirla a partir de un enunciado, como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo
En el estacionamiento de un aeropuerto cobran las siguientes tarifas:

Tarifa
Primera media hora o fraccién $2.100
Media hora adicional o fraccién $1.050
Tope diario $10.500

A partir de la informacion entregada, describamos de manera mas precisa la funcién
que, dado el tiempo que un auto estuvo estacionado, nos entregue la tarifa a pagar.
Para esto usaremos una tabla, donde en la primera columna se anota como ¢ el tiempo
que un auto ha estado estacionado, y en la segunda columna, la cantidad a pagar.
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Tiempo (h) Tarifa ($)
0<t<0,5 2.100
05<t<1 3.150
1<t<15 4.200
15<t<2 5.250
2<t<25 6.300
25<t<3 7.350
3<t<35 8.400
35<t<4 9.450
4<t<24 10.500

En este ultimo ejemplo, el tiempo ¢ es una variable que en principio podria ser cualquier
numero real. Sin embargo, para determinar la tarifa a pagar solo nos importa el tramo o intervalo
en que se encuentra ¢, y por esa razon se puede describir la funcién asociada con una tabla.

En general, cuando el conjunto de entradas es infinito y no se distinguen un niimero finito de
tramos, como en la situacion anterior, una tabla no podrd mostrarnos la funcién completamente.
Sin embargo listar los valores que entrega la funcion para algunas entradas puede ser de utilidad.

En la Seccidn 4 de este capitulo veremos otra manera en que se presentan las funciones, que

es a través de gréficos.

En resumen

« Hay algunas funciones que se pueden describir mediante una férmula, la cual al

evaluarla entrega los valores que toma la funcién.

« Enalgunos casos, se puede describir una funcién mediante una tabla de doble entrada.
En la primera columna se listan las entradas, y en la segunda columna, las salidas

correspondientes.

«» Siel conjunto de entradas es infinito, en general, no es posible describir una funcién a
partir de una tabla. Sin embargo listar algunas entradas y salidas puede ser de utilidad

para su estudio.

Ejercicios de la seccion

1. Describa las siguientes funciones mediante expresiones algebraicas:

a. La funcién que a cada nimero natural le asocia su sucesor.
0. La funcién que a cada niimero real distinto de 0 le asocia su inverso multiplicativo.

C. La funcién que triplica y luego le suma 5 a cada ntiimero.

Algebra - REFIP




Funciones

Explique cémo describiria las funciones que:

a. A cada cuadrado le asocia su perimetro.
h. A cada cuadrado le asocia la medida de su diagonal.
C. A cada circulo le asocia su drea.

(. A cada cubo le asocia su drea superficial.

Se sabe que de 1kg de naranjas se extrae éL de jugo.

a. Describa mediante una expresion algebraica la funcién jugo, que toma como entrada la
cantidad de naranjas (kg) y entrega la cantidad de jugo (L) que se obtiene.

D. Describa mediante una expresion algebraica la funcién rnaranjas, que toma como entrada
la cantidad de jugo (L) y entrega la cantidad de naranjas (kg) necesaria.

,Coémo mostraria la funcién que a cada nifio o nifia de un curso le asigna su altura, si es que
hay nifios que comparten el nombre completo?

Proponga una funcién f definida en los nimeros reales a través de una férmula, que cumpla:

S

Slw (==

3
5
7
9

Describa en una tabla una funcién que muestre la temperatura promedio diaria en su ciu-
dad durante el mes de febrero.

Considere la siguiente tabla

x g )
1 3
2 7
3 11

A partir de esta, proponga una secuencia infinita donde x representa el nimero de figura
y g(x) represente el nimero de palitos necesarios para formar cada figura. De acuerdo a la
secuencia propuesta, determine una férmula para g(x).
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3. Funcion lineal y razon de cambio

En esta seccién estudiaremos una clase importante de funciones, llamadas finciones lineales.
Estas se comportan de una manera muy particular: a variacion de la variable dependiente es direc-
tamente proporcional a la variacion de la variable independiente. Esto es propio y exclusivo de las
funciones lineales. La propiedad es compartida por las progresiones aritméticas, lo que muestra
que estas progresiones son un caso particular de funciones lineales.

Comencemos recordando lo que significa que dos variables sean directamente proporcionales.

Definicion IV.3:  Decimos que dos variables x e y son directamente proporcionales si
existe una constante m distinta de 0, llamada constante de proporcio-
nalidad, tal que y = mx.

Esta relacién define una funcion f dada por f (x) = mx. Veamos un ejemplo.

Para preparar un litro de chocolate caliente se necesita disolver en la leche 2 cucharadas
de chocolate en polvo. Podemos expresar la cantidad de chocolate caliente (en litros) como una
funcién de la cantidad de chocolate en polvo (en cucharadas) como:

chocolate caliente = 0,5 - chocolate en polvo.

Sillamamos x a la cantidad de cucharadas de chocolate en polvo e y a la cantidad de litros
de chocolate caliente, tendremos que y en funcién de x se expresa como

y=05x

Vemos asi que la cantidad de chocolate caliente es directamente proporcional a la cantidad de
cucharadas de chocolate que se disuelven, y la constante de proporcionalidad es 0,5.

Ejercicio

En el ejemplo anterior, suponga que el chocolate viene envasado en frascos que contienen
10 cucharadas.

a. ;,Cudntas cucharadas de chocolate en polvo se necesitan para preparar 3 litros de choco-
late caliente? ;cudntos litros de chocolate caliente se pueden preparar con un envase de
chocolate en polvo?

D. Haga una tabla que relacione la cantidad de envases de chocolate en polvo con la canti-
dad de litros de chocolate caliente que se consiguen y obtenga la expresion para la canti-
dad de litros de chocolate caliente en funcion de la cantidad de envases de chocolate en
polvo. ;Es también proporcional esta relacion?

Las situaciones en las que se relaciona el desplazamiento o distancia recorrida con el tiempo
transcurrido y la velocidad muchas veces se pueden modelar a través de una proporcionalidad
directa. Supongamos que un bus parte del terminal de buses Collao de Concepcién con una ve-
locidad constante de 90 km/h. Denotamos con s(£) la distancia del terminal Collao al bus, en
kilémetros, después de ¢ horas.
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Terminal Collao

s(0)=0
t=0

s(f)

Figura IV.7

Sabemos que la velocidad es la distancia recorrida dividida por el tiempo transcurrido, es decir:

, distancia
velocidad = ——
tiempo

por lo que conociendo la velocidad, podemos determinar la distancia recorrida:
distancia = velocidad - tiempo.

La distancia recorrida es proporcional al tiempo transcurrido, y la constante de proporciona-
lidad es la velocidad. Si llamamos s (£) a la distancia recorrida por el bus (en km) desde el terminal
Collao después de ¢ horas, obtenemos:

s(f)=90t.
Ejercicio

Para el ejemplo anterior determine:

a. ;A qué distancia del terminal Collao estard el bus después de media hora?

D. Suponiendo que la velocidad se mantiene siempre constante ;cudnto tardard el bus en
llegar a Santiago?

El coeficiente de proporcionalidad no tiene por qué ser positivo como en los ejemplos ante-
riores. Veamos un ejemplo donde no lo es. Imagine un estanque de agua con un flotador que mar-
ca el nivel de agua relativo a un nivel 6ptimo que indica como “0”. Si entra mas agua al estanque, el
nivel aumentard y se marcaran los centimetros por sobre el nivel dptimo. Si hay una filtracion, el
nivel bajard y se marcaran los centimetros bajo el nivel dptimo (con signo negativo). Supongamos
que el estanque estd perdiendo agua, de modo que el nivel baja 3 cm al dia y que al comienzo del
registro el estanque estaba en el nivel dptimo de agua. En tal caso, la expresion para el nivel del
estanque (n) en funcién del nimero de dias transcurridos (d) sera:

n(d) = -3d.
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La siguiente tabla muestra como ird cambiando el nivel del estanque desde que partio el
registro:

Dia Nivel

QUi (W N | = |O
|
el

Tabla IV.2

Notemos que los valores del marcador de nivel siguen una progresion aritmética con dife-
rencia d = -3.

Para pensar

;Cudl es larelacion entre una funcién del tipo f(x) = mx con una progresién aritmética?
,Cémo se obtiene la diferencia y el valor de partida que caracterizan a este tipo de
progresion?

Introduciremos un concepto que permite cuantificar la forma en que cambia la variable
dependiente, en relacion con el cambio de la variable independiente. Este concepto nos permitira
hacer comparaciones que sirvan para graficar funciones y para modelar situaciones utilizando
funciones.

DefiniciéonIV.4:  Larazén de cambio de una funcién fentre dos valores x y z se define

Z—-X

como

Note que si usamos valores x y z que estén a distancia 1, es decir, tales que z = x +1, entonces
la razén de cambio serd simplemente f(x + 1) - f(x), que es la variacién de f por cada unidad de
incremento de la variable independiente x.

Mirando la tabla de nuestro tltimo ejemplo, vemos que con cualquier eleccion de los valores
Xy z,larazén de cambio de fes siempre la misma, -3, lo que coincide con el coeficiente de pro-
porcionalidad. Lo mismo ocurrird en todos los ejemplos anteriores. En el caso del bus, la razén de
cambio de la funcién que representa la distancia del bus al terminal serd constante en cualquier
tramo del camino y serd igual a 90, que es también el coeficiente de proporcionalidad. En el caso
de la funcién de los litros de chocolate, la razén de cambio entre cualquier par de valores es 0,5.

Veamos una funcion levemente distinta a las anteriores, pero que conserva esta propiedad.
Supongamos que el bus del ejemplo anterior parte de una iglesia que se encuentra a 100 km del
terminal de buses Collao de Concepcién. Al igual que antes, el bus tiene una velocidad constante
de 90 km/h. Denotamos con §(¢) la distancia del terminal Collao al bus, en kildmetros, después
de thoras.
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Terminal Collao

\]

<——100 km —;407 90 ¢

Figura IV.8

Ahora la distancia S(¢) es una funcién del tiempo ¢ un poco distinta que en el caso anterior.
Veamos cémo quedaria expresada en una tabla:

Tiempo transcurrido desde que Distancia del terminal a la que se
partié el bus de la iglesia (h) encuentra el bus (km)
0 100
1 190
2 280
3 370
4 460
TablaIV.3

Observamos que también aqui los valores de la distancia siguen una progresion aritmética
con la misma diferencia d = 90, pero ahora el valor inicial es 100 en lugar de 0, como era el caso en
el primer ejemplo del bus. Se puede obtener que la funcién § que describe la distancia a la que se
encuentra el bus del terminal Collao, en kilémetros, después de £ horas, aumentard proporcional-
mente con el nimero de horas transcurridas. Como en el tiempo £ = 0 el bus parte a 100 km del
terminal Collao, entonces la distancia a la que se encuentra el bus respecto del terminal Collao,
en funcién del tiempo transcurrido, es:

S(£) =90 ¢ + 100.

Notamos que también en este caso la razén de cambio entre cualquier par de valores de £ es
constante e igual a 90.

Ejercicio

Utilizando la expresién de la funcién S(¢) del ejemplo anterior, determine:

a. ;A qué distancia del terminal Collao estara el bus después de media hora?

D. ;Cudntas horas tardara el bus en llegar a Santiago?
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Todas las funciones que hemos visto en esta seccion reciben el nombre de funcién lineal.

Definiciéon IV.5:  Una funcion se llamar4 lineal si es de la forma:
fx)=mx+n

Con my nnumeros reales dados.

La constante m que aparece en la férmula de la funcién lineal f(x) = mx + n se denomina
pendiente.

En el ejemplo anterior, S (£) =90 £ + 100 es una funcién lineal con pendiente 72 = 90 y 2 = 100.
El siguiente teorema nos dice que las tinicas funciones que tienen razén de cambio constante son
las funciones lineales.

Teorema IV.1

Una funcién serd lineal si y solamente si su razén de cambio entre cualquier par de va-
lores es siempre la misma.

Demostracion

Si fes una funcién lineal, es decir, si f(x) = mx + n, entonces su razén de cambio entre
los valores xy z serd

f(z)—f(x):mz+n—mx—n:m(z—x)=

z-X z-X z-X

De este modo, vemos que todas las funciones lineales tienen la caracteristica de que su
razén de cambio no depende de los valores que se usaron en su calculo, por lo que es
siempre la misma y corresponde a la pendiente.

Reciprocamente, supongamos que la razén de cambio:

f(2)- f(x)
z-X
es constante y no depende de los valores x y z donde se la evaltia. Llamemos m a esta
constante de proporcionalidad. Entonces, para cualquier par x, z se tiene que:
S0
z-X

Sireemplazamos en esta expresion z = 0, y tomamos x cualquiera distinto de cero, obte-
nemos que f(x) = mx + f(0), es decir, fes una funcion lineal con 7 = £(0).
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3.1 Algunas funciones no lineales

Veamos algunos ejemplos de funciones que no son lineales y estudiemos cémo cambian sus
razones de cambio dependiendo de los valores donde se evaltian.

Consideremos la funcién que a un cuadrado cuyo lado mide x le asocia su drea A (x) = x°.
Hagamos una tabla que muestre algunos valores de esta funcién:

A (x)
0
1
4
9
16

N SR N =]

Tabla IV.4

A partir de esta tabla, calculamos razones de cambio:

A-4(0)_1-0
-0 1

A(2)—A(1)_4—1_3
2-1 1

A(3)-A(2) 9-4

3-2 1

Vemos que estas razones van creciendo en la medida que los valores donde las calculamos
crecen. Esta funcién no lineal es del tipo cuadratica, las que tienen la forma general:

fx)=ax’+bx+c

donde a # 0, by ¢ son nimeros dados. Para este tipo de funcién, la razén de cambio entre x y z se
expresa como:

f(z)—f(x):az2+bz+c—ax2—bx—c:a(zz—x2)+b(z—x)

Z-X Z-X Z—-X

=a(z+x)+b.

En particular, para la funcién A(x) = x* tenemos que la razén de cambio entre x y x+1 esté
dada por:
Ax+1)-A(x)=2x+1.

Observamos que si x es positivo, la variacion de la funcién 4, cuando la variable x se incrementa
una unidad, es positiva, mas atn, esta variacion se va haciendo mas grande a medida que x crece.
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Para pensar

¢De qué depende que larazén de cambio de una funcién cuadratica crezca o disminuya
cuando los niimeros x y z considerados se desplazan hacia la derecha?

Otra funcién no lineal interesante es aquella que relaciona dos variables que estdn en propor-
1

cionalidad inversa, es decir, cuando y =c—, donde c es la constante de proporcionalidad dada. Si
X

. 1 . : ;
denominamos f(x)=c—, tenemos que larazén de cambio entre dos valores x y z sera:
X

1

C N
X 1
=—C—
- X zX

f(2)- f(x)

Z-X

NN"—'

lo que claramente cambiard dependiendo de cudles sean x y z. Por ejemplo, si consideramos
z=x+ 1, tenemos que la variacion de la funcion por cada unidad en que varia la variable x esta
dada por:

1
c— .

x(x+1)

Sila constante de proporcionalidad c es positiva y tomamos valores positivos de x, entonces la

variacién en f por cada unidad de incremento en la variable x serd negativa; es decir, f decrecera.

Sx+1)- f(x)=-

Més atin, mientras mds grande sea x, menor serd el cociente y, por lo tanto, el decreci-

b
x(x+1)

miento de f entre x y x + 1 serd menor mientras mds grande sea x. Al revés, cuando x esté cerca

de 0, el cociente ﬁ serd muy grande y el decrecimiento de fen esa zona serd enorme. En
x(x+

la Seccidn 5 de este capitulo, estudiaremos el grafico de esta funcién, lo que nos dard una mejor

idea de su comportamiento.

Ejercicio

. . 1 . .
Analice como varfa f(x)=c¢— cuando la constante de proporcionalidad ¢ es negativa.
X

Todos hemos escuchado que para indicar crecimientos muy rdpidos se usa la expresion
“crecimiento exponencial”. Veamos, en un ejemplo, qué significa esto en cuanto a las razones
de cambio. Consideremos el ejemplo del apartado 1.2.3, referido al modelamiento del creci-
miento de una poblacion de bacterias Escherichia coli, las cuales se duplican cada 20 minutos.
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Como vimos anteriormente, si en un instante inicial hay 1.000 bacterias, 20 min mds tarde ha-
brd 2.000 y 40 min més tarde habra el doble de 2.000, es decir, 4.000 bacterias, y asi sucesiva-
mente. Si llamamos 7 al ntimero de periodos de 20 min transcurridos desde el instante inicial y
P (n) alapoblacién de bacterias correspondiente, tendremos que:

P (n) = 27-1.000.

Para analizar el crecimiento de esta funcidén, comenzaremos por hacer una tabla:

P(n)
1.000
2.000
4.000
8.000
16.000
32.000
64.000
128.000

N (OO AW N = oS

Tabla IV.5

P(n+1)

Podemos verificar que =2 para cualquier valor de n. Es decir, la secuencia P (0),

n
P(1),P(2),P(3),... es una progresiéon geométrica.

También observamos que la funcién es creciente y que crece muy rapido. La funcién P (n) se
denomina funcién exponencial. Veamos cdmo evolucionan las razones de cambio de esta funcion.

n Razén de cambio entre ny n+1
P(1)- P(0)

0 ————=2.000-1.000=1.000
P(2)-P(1)

1 ———=4.000 - 2.000 = 2.000
P(3)-P(2)

2 ———— =8.000 - 4.000 = 4.000
P(4)-P(3)

3 ————=16.000 - 8.000 = 8.000
P(5)-P(4)

4 ——— =32.000-16.000 =16.000
P(6)-P(5)

5 ———=64.000 - 32.000 = 32.000
P(7)-P(6)

6 —————=128.000 - 64.000 = 64.000

Tabla IV.6
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Observamos que la razén de cambio considerada también se duplica al incrementar 7z en una

unidad, lo que corresponde a un crecimiento muchisimo mayor que en el caso de las funciones
anteriormente mostradas.

Ejercicios de la seccion

1.

En resumen

Una funcidn lineal cumple que la razén de cambio entre cualquier par de valores es
constante.

Estas funciones se pueden expresar por la formula f(x)= mx + n, donde m es la razén
de cambio o pendiente, y 7 corresponde a f(0).

Cualquier funcién en que la razén de cambio entre dos valores depende de los valores
considerados no puede ser lineal.

En cudl o cudles de las siguientes ecuaciones las variables x e y son proporcionales:
a. x=4y C.x-y=0 e.izs

y
D x+y=1 d. =y fx+3y=dx+y

Un empresario compra una maquina por un valor de 10 millones de pesos. Para efecto de
pago de impuestos, se supone que ese valor se deprecia linealmente a 0 en un periodo de 10
afios. Exprese el valor de la mdquina en funcién de su antigiiedad.

En las siguientes situaciones, indique cémo las cantidades presentes estan relacionadas. Si
es posible, describa la relacién encontrada con una expresion algebraica e indique si esta
corresponde a una funcién lineal.
. El érea de un rectangulo que tiene un lado de largo 3 cm.
. Las calorfas de un frasco de mermelada, si un gramo tiene 30 kcal.
. La cantidad de pintura que se requiere para pintar una pared.
. El dinero en una cuenta de ahorro que se deposita a un interés 0,8% anual.
. El drea de un circulo en términos de su radio.
La porcion de una torta que reciben los nifios que participan en un cumpleaios.

. El drea de un tridngulo equilétero.

o M oo o O T Q

. Larelacién entre la distancia en un plano dibujado a escala 1:150 y la distancia real.

Una milla es aproximadamente 1,6 km. Escriba la funcién que convierte km a millas y
aquella que convierte millas a km. ;Son ambas lineales?
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La temperatura se mide en algunos paises en °F. La relacion entre la temperatura en °F y en
°C es una funcion lineal. Se sabe que 0°C corresponde a 32°F y que 100°C es igual a 212°F.
Escriba las funciones que permiten transformar de °F a °Cy de °C a °F.

Las siguientes tablas muestran valores de distintas funciones. Determine si las funciones
correspondientes pueden ser lineales. Si la respuesta es afirmativa, encuentre la expresion
para la funcién.

X Yy X Y X Yy X Y
0 4 1 -5 -1 -5 -4 0
1 8 3 15 0 10 -2 6
2 12 4 25 1 25 0 12
3 16 2 30 2 50 1 15

Se llama funcién exponencial a una del tipo f(N) = @", donde a es un niimero mayor que 0.
Demuestre que:

a. Larazon de cambio entre N+ 1y N, serd
fWN+1) - f(N)=a"(a-1),
h. Discuta el comportamiento de la funcién, en términos de su razén de cambio, cuando
a<l,a=1a>1.

C. Considere la secuencia f(0), f(1), f(2),..., con _fes una funcién exponencial. ;Se trata de
una progresion geométrica? Si asi fuera, ;cual es su razén?
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4. Graficos y funciones

Para describir una funcién también se puede emplear un grafico, que la despliega de manera
global, y nos permite apreciar visualmente cémo es la variacion de las variables involucradas.

Para abordar la elaboracién de graficos y su interpretacion es necesario introducir algunos
conceptos basicos, como el de plano cartesianoy coordenadas.

4.1 Coordenadas cartesianas y el plano cartesiano

Laidea de asignar un par de niimeros reales a los puntos del plano y viceversa puede ilus-
trarse mediante los boletos de teatro o conciertos. Por ejemplo, si tenemos el siguiente boleto:

BOLETOQ_

Personal

Palco *
Fila 1 Asiento 4

p 03UdISY T ellg
Teuosixsd

Figura IV.8

Para encontrar nuestro asiento en el teatro debemos buscar la fila 1 (entre las lineas de asientos
horizontales) y el asiento 4 (entre las lineas de asientos verticales). De esta manera, ubicamos
nuestro asiento, que en el dibujo esta en negro. Podemos describir este asiento como el par (1, 4),
donde el primer nimero indica la fila horizontal de asientos y el segundo ntimero la linea vertical.

Pantalla

311 9 7 5 3 1 2 4 6 8 10 12
23 21 19 17 15 1 ONONOCHONONONONON NONONONGC) 14 16 18 20 22
O00002 OO0OOOOODOOOODOOO OO 00O
O000O03 0OO0OOLOOLOLOODLOLOOObOOO OO 00O
O00O0O04 OOOOOODOOODODOOO OO0 000
O00O0O0O5 0OOOOOODLOOOODOOO OO 00O
O000O06 OOOOOOLLOOOODOOO OO0OO00O0
O000O07 OO0OOOODODOOOODOOO ONONONONO
O00008 OO0OOOODOLDLOOODODOOO ONONONONO

Figura IV.9

Ejercicio

Ubique en el teatro de la figura los asientos (7, 21) y (5, 15).
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En el plano hay una infinidad de puntos, y para describir la ubicacién de un punto en el plano
utilizaremos pares de niimeros reales. Lo primero es elegir un sistema de referencia. Con este pro-
pdsito, trazamos en el plano dos rectas perpendiculares, que llamaremos ejes y que juegan el rol de
definir la coordenada vertical y horizontal. Al punto de interseccion de ambas rectas se le llama
origen, se denota usualmente por O y se le asignan las coordenadas (0, 0). En ambos ejes elegimos
una unidad de medida, transformando cada eje en una recta numérica. Asi, convertimos al plano
en un plano coordenado o plano cartesiano, al cual usualmente nos referiremos sencillamente
como plano. Esto lo mostramos en la siguiente figura:

YA

Figura IV.10

El plano coordenado se visualiza orientado como en la figura, y denotamos como eje X a la
recta horizontal y como eje Y'a la recta vertical. Estos ejes dividen el plano en cuatro regiones que
se llaman cuadrantes. Los cuadrantes se denotan con las letras romanas I, II, IIL y IV en el sentido
contrario de las agujas del reloj, como se muestra en la siguiente figura:

YA
I I
0 X
III I\Y%
Figura IV.11

También se denota semieje positivo OX (o x > 0) al rayo que tiene como origen el punto (0, 0) y
pasa por (1, 0), y similarmente denominamos semieje positivo OY (o y > 0) al rayo que tiene como
origen el punto (0,0) y pasa por (0,1).

Capitulo VI: Funciones 199



200

Veamos cémo identificar un punto P en el plano. Para esto trazamos una recta que pase por
el punto Py que sea paralela al eje Y. Esta recta corta al eje X en el punto x de dicha recta. Llama-
remos a x la abscisa del punto P. De igual manera, trazamos una recta que pase por Py que sea
paralela al eje X. Esta recta corta al eje Y'en el punto y en dicho eje coordenado. Llamaremos a y
la ordenada del punto P. Veamos esto en la siguiente figura.

A
P Y y
X 0 f
Figura IV.12

De esta manera, al punto Ple asignamos el par de niimeros (x, y). Mediante este procedimien-
to, a cada punto P del plano le hacemos corresponder un tinico par de niimeros (x, y) y viceversa.
La notacién P (x, y) indica que las coordenadas del punto P son (x, y).

Ejemplo

Consideremos el punto Q en el plano y determinemos sus coordenadas suponiendo
que en la cuadricula los cuadrados son de lado unitario. Para eso trazamos una rec-
ta que pase por Qy que sea paralela al eje Y. Esta recta corta al eje X en 3. Ademas,
trazamos una recta que pase por Qy que sea paralela al eje X. Esta recta corta al eje
Yen -9. Por lo tanto, las coordenadas del punto Q son (3, -9). La abscisa de Qes 3y
la ordenada es -9.

YA YA
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CAPITULO

Funciones
Ejercicios

1. Determine las coordenadas de los puntos P, Q, Ry §.

YA

2. Ubique en el plano coordenado a los puntos P (0,4), Q(-5,7), Q(-2,-1),y S (1/2,7).

YA
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4.2 Como graficar funciones

El grafico de una funcién £, cuyas entradas y salidas son niimeros reales, es la coleccién de
puntos del plano de la forma (x, f(x)). Muchas veces se dice que se esta graficando y = f(x), en-
tendiendo esto como los puntos del plano de la forma (x, y) con y = f(x).

En general, no es posible determinar el grafico de la funcién. Si la variable dependiente x
toma infinitos valores reales, entonces tendriamos que identificar un niimero infinito de puntos
de la forma (x, f(x)) en el plano. Muchas veces solo podremos esbozar el grafico de la funcién.

Veamos cémo abordar la confeccién de un grafico a partir de datos entregados en una tabla.
En la siguiente tabla se ha registrado el crecimiento, en centimetros, de un poroto en un algodén
en los primeros 14 dias desde que se plantd. Esta tabla nos entrega informacién acerca de la fun-
cién que entrega el largo del brote del poroto, medido en cm, en funcién del tiempo transcurrido
desde que se planté.

t (dias) L(¢) (cm)
0 0
1 0
2 1
3 2
4 2
5 4
6 6
7 8
8 11
9 14
10 16
11 18
12 19
13 20
14 20

TablaIV. 7

En este caso, llamaremos los ejes ¢y L, en lugar de X e ¥, ya que estos nombres son méas
pertinentes para la situacién descrita. También indicaremos en el grafico la unidad de medida
del eje de las abscisas (dias), y de las ordenadas (cm). Luego identificamos los puntos de la tabla
en el plano; por ejemplo, sabemos que L(11) = 18, por lo que el punto (11, 18) estd en el grafico.
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A Lcm)

» { (dias)

23 456 7 8 910111213141516 171819 20

1

0

—_—_ e T - - - —

Figura IV.13

Siguiendo de esta manera, podemos identificar todos los puntos de la tabla en el plano, y

obtenemos lo siguiente:

t (dias)

10 11 12 13 14 1516 17 18 19 20

8 9

7

A L(cm)

Figura IV.14
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Notamos que, como las ordenadas y abscisas de los puntos son positivas (pues el tiempo
transcurrido y el largo toman valores positivos), el grafico estd contenido en el primer cuadrante
del plano.

Hemos identificado varios puntos del grafico y eso nos ayuda a esbozarlo uniendo los puntos
que sabemos que estdn en este con una curva, como se muestra en la siguiente figura:

111111;;1;1; =t(dlas)
0l ' 1 23 456 7 8 9 1011 121314151617 18 19 20

Figura IV.15

Esto tiene sentido en este caso, ya que el crecimiento del poroto es continuo. En esta si-
tuacion, es imposible determinar exactamente el grafico de la funcidn, ya que solo conocemos
algunos puntos de él. Sin embargo al esbozar el grafico podemos apreciar de manera global el
comportamiento que tiene el crecimiento del brote. Por ejemplo, vemos que el brote crece mucho
mas rapido entre los dias 6 y 9 que entre los dias 1 y4 0 11y 14.

A veces queremos graficar funciones de las cuales conocemos su expresion algebraica, por lo
que podriamos evaluarla en cualquier punto del conjunto de entrada. Por ejemplo, consideremos
la funcién que a la medida de un lado de un rectangulo de perimetro 10 cm, le asocia su drea. Tal
como vimos en la Seccidn 2, esta funcion esta dada por la expresion A(a) = a (10 - a), donde a
representa la medida de un lado en cm y A(a) es el 4rea correspondiente en cm?, Para bosquejar
el grafico en este caso, partimos por realizar una tabla con algunos valores de a y A(a):
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a (cm) A(a) (cm?)
0 0
0,5 2,25
1 4
1,2 4,56
1,5 5,25
2 6
2,5 6,25
3 6
3,5 5,25
4 4
4,3 3,01
4,5 2,25
5 0

Tabla IV.7

En este caso, podemos bosquejar el grafico siguiendo los mismos pasos anteriores, notando
que el drea también es continua.

A A(cm)? A (cm)?

N w £ (&) D ~
°
L]

=N

%—¢—+—¢—0—¢—+—>3(Cm)
1 2 3 4 5 6 7

Figura IV.16

Para pensar

Usando el grafico elaborado, conjeture cudl es el rectdngulo de perimetro 10 que tiene
mayor area.

También podemos graficar funciones en que la variable de entrada toma solo como valores
numeros naturales. En este caso, no tiene sentido unir los puntos del gréfico. Por ejemplo, con-
sideremos una secuencia infinita que parte con un hexagono y en la que cada figura se genera al
agregar un hexdgono adyacente en la figura anterior, tal como se muestra a continuacién:

1 2 3 4 R
Figura IV.17
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Si definimos la funcién P (N), que a la figura Nle asigna el niimero de segmentos usados en cada
figura, resulta que P (N) = 5N + 1. En este caso tampoco podemos identificar el grafico completo
de la funcién, porque Ntoma un numero infinito de valores, pero podemos identificar en el plano

parte del grafico, como se muestra en la figura:
A Palitos (N)

28
26 .
24
22
20
18
16 .
14
12
10

1 23456789
Figura IV.18

Para pensar

,Coémo mostrarfa en un grafico la funcién que a cada alumno de un curso le asigna su altura?

Ejercicios

1. DPara usar el transporte urbano en Santiago, se debe usar la tarjeta BIP que se carga con
dinero. Supongamos que el pasaje de metro cuesta $600. Proponga una tabla para el dinero
que queda en la tarjeta al final de cada dia, en el transcurso de una semana, suponiendo
que: se inicia la semana con una tarjeta cargada con $10.000; de lunes a viernes se hacen
dos viajes, uno de ida al trabajo y el otro de regreso a la casa; el dia martes se le paga un viaje
a un amigo; el dia miércoles se carga con $2.000 y el viernes se hace un viaje extra para ir
desde el trabajo al cine. Grafique los puntos de la tabla.

2. Esboce los graficos de y = f(x) para:

a. f(x) = 1, con x tomando valores naturales.

D. f(x) = 1, con x tomando valores reales.

C. f(x) =x+ 1, con x tomando valores naturales.
. f(x) =x+ 1, con x tomando valores reales.

e. f(x) =2x, con x tomando valores reales.

1
f. f(x)=—, con x tomando valores naturales mayores a 1.
X
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1 s Ly .
9. f(x)=—,conxtomando valores reales positivos. Indicacion: considere valores de x ma-
X
yores que 1 y menores que 1.

4.3 Graficos de funciones lineales

Comenzaremos graficando la funcidn lineal y = mx. El caso més simple es cuando m = 1, es
decir, cuando y = x. Esto significa que las dos variables siempre toman los mismos valores y el
grafico consiste en los puntos (x, x). Se puede ver que dichos puntos forman la bisectriz de los
cuadrantes I yIII, que es la linea recta que equidista del eje x e y; como se muestra en la siguiente
figura":

Figura IV.19

Por lo tanto, el grafico de la funcién y = x (proporcionalidad directa con m = 1) es la linea
recta que pasa por el origen de coordenadas (0, 0) y por el punto (1, 1).

En general, para distintos valores de m, el grafico de la funcién determinada por la propor-
cionalidad directa y = mx es una linea recta que pasa por el origen de coordenadas (0, 0) y por el
punto (1, m) .

Y 0<m<1 Y m>1

m
A | =X
YA m=0

X

Figura 1V.20

1 Ver Capitulo 7 del libro Geometria de esta coleccién.
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En cada uno de estos gréaficos se ha marcado el valor que toma y = mx, cuando x = 1. Luego se unié
este punto (1, 72) con el punto (0,0), mediante una recta.

En estos graficos podemos ver que el signo de la pendiente m nos permite obtener una pro-
piedad de la funcién y = mx.

e Sim >0, entonces a medida que aumentan los valores de la variable x, los respectivos va-
lores de la variable y también aumentan. Debido a esto, se dice que la funcién es creciente.

o Sim <0,amedida que aumentan los valores de la variable x, los respectivos valores de la
variable y disminuyen. Debido a esto, se dice que la funcién es decreciente.

e Sim =0, entonces la funcién y = mx permanece constante e igual a cero.

También observamos que para m positivo, a medida que crece, las rectas se vuelven mas
empinadas. Lo mismo ocurre cuando m es negativo, pero, en este caso, la recta se vuelve mas
empinada (en sentido opuesto) a medida que m decrece.

Y A =10 = _
o] " m=15,"""1
m=0,5
\\ m=0_
6 4 2 ) 2 4 6 X
m=-0,5
=4
m=-1
6 m=-10
m=-2 m=-1,
Figura IV.21

Ejercicio

Plantee una situacion que pueda ser descrita por cada una de las siguientes funciones, y
determine su grafico:

a. y=4x
D.y=-3x

Ahora mostraremos como obtener el grafico de la funcidn lineal y = mx + n a partir del gra-
fico de la funcién y = mx. Si tenemos el grafico de la funcién y = mx, para obtener el grafico de
la funcién y = mx + n lo que tenemos que hacer es trasladar el grafico de la funcién y = mxen n
unidades hacia arriba, si 7 > 0, y en -n unidades hacia abajo, si 7 < 0.
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y=mx+n
n>0

y=mx

Figura IV.22

Funciones

Y
y=mx
0 X
e y=mx+n
/n n<0

Esto se debe a que, si tomamos un valor x cualquiera, el valor de y que le corresponde es
¥ =mx + n,lo cual se puede obtener primero calculando el valor del y correspondiente por la
funcién y = mx, y luego a este valor se le suma 7.

Como el grafico de la funcién y = mx es una recta, entonces el grafico de y = mx + n también
es una recta que se obtiene trasladando la anterior. Este hecho justifica el adjetivo “lineal” que
utilizamos con la funcién y = mx + n. Una observacion importante es que, como el grafico es una
recta, con solo dos puntos este queda determinado.

Ejemplo

Para hacer el grafico de la funcién lineal y = -2x + 5, primero graficamos la funcién
¥ =-2xyluego trasladamos este grafico 5 unidades hacia arriba.

YA

4
Yy=2x+6

YA Yy=-2x+5\ YA

y=_2x y:_2x L
ON1 )E 0\“ )'(
27 27

Otra manera de graficarla es localizando dos puntos de ella y unirlos con una recta.
Por ejemplo, si tomamos x = 0, obtenemos y = 5, es decir, obtenemos el punto (0,5),
y si tomamos x = 2, obtenemos y = 1, es decir, obtenemos el punto (2,1). La recta que
une los puntos (0,5) y (2,1) es el gréfico de la funcidn.
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Ejercicio

Grafique las funciones lineales:

ay=3x-1 h.y=3x+1 C.f(x)=-2x+3 d f(x)=-2x -3

Discutamos ahora el significado que tienen los coeficientes m y n en el gréfico de y = mx + n.
El coeficiente n, que se denomina coeficiente de posicion, se obtiene evaluando la funcion en x = 0.
Entonces, el punto (0, 7) pertenece al grafico de la funcién. Esto significa que la recta intersecta
al eje Y'en el punto de ordenada 7, como se ve en la figura.

Ya Ya

y=mx+n
n

n>0 n<0
0 X 0 X

n
y=mx+n
Figura IV.23

Elrol de la pendiente m es el mismo en la funcién y = mx que en la funcién y = mx + n,
e informa acerca de la inclinacién de la linea recta que corresponde a su gréfico. En efecto, si
m > 0, entonces la funcién crece, es decir, a medida que aumentan los valores de x, los respecti-
vos valores de y también aumentan, mientras que si 7 < 0, entonces la funcion decrece. Cuando
m =0, la funcién permanece constante.

Como sabemos que la pendiente m corresponde a la razén de cambio de la funcion lineal,
mientras mayor sea su magnitud, mayor serd el crecimiento de la funcién. Consideremos, por
ejemplo, las funciones g(x) = 2x + 1y A(x) = x + 5. En el primer caso, la pendiente es 2 y en el
segundo caso la pendiente es 1. Asf, la funcién g crecerd mas rapido que la funcién 4. Como en
x=01afuncién & estd mas arriba (en y = 5) que la funcién g (en y = 1), necesariamente sus graficos
se cruzaran en algiin punto a la derecha, como se muestra en la figura siguiente:

YA y=2x+1
y=x+5
X>
Figura IV.24
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Ejemplo
Para un paseo de fin de afio de un curso de una escuela de Rancagua, se quiere con-
tratar un bus. Hay dos empresas que ofrecen el servicio:

» Laempresa 1 cobra un costo fijo de $85.000 mas $370 por kilémetro recorrido
« Laempresa 2 no cobra costo fijo, pero cobra $1.000 por kilémetro recorrido

Los posibles destinos son: Pichilemu, que estd a 154 km de Rancagua, o el lago Rapel,
que estd a 70 km de Rancagua. ;Cudl empresa conviene contratar en cada caso?

Si f(s) es el costo en pesos de recorrer s kilémetros con el bus de la empresa, 1y g (s)
es el costo en pesos de recorrer s kilémetros con el bus de la empresa 2, entonces:

f(s)=85.000+370s y g(s)=1.000s.

La funcion g (s) tiene una mayor pendiente, pero parte de 0; en cambio, la funcion
f(s) crece mds lentamente, pero parte de 85.000. Es decir, para distancias cortas con-
vendrd la empresa 2 y para distancias largas la empresa 1. Si se decide ir al lago Rapel,
entonces:

f(70) =85.000 + 370 - 70 = 110.900 y g(70) =1.000-70 =70.000.
En cambio, si se decide ir a Pichilemu:
f(154) =85.000 + 370 - 154 = 141.980 y
g(154) =1.000 - 154 = 154.000

Por lo tanto, si se decide ir al lago Rapel, conviene contratar a la empresa 2 y si se
decide ir a Pichilemu, conviene contratar a la empresa 1.

Para pensar

;Qué escala conviene elegir para los ejes X e Y en el ejemplo anterior, para poder
visualizar el punto en que se intersectan ambas rectas?

Sabemos que para dibujar la recta que corresponde al grafico de y = mx + n basta con en-
contrar dos puntos (p, f(p)) y (g.f(q)) con p # q y luego unirlos. Pero también hemos visto que
conociendo m y n, sabremos dénde cruzar la recta con el eje ¥ y cudl serd su inclinacion, es decir,
conociendo el valor de m y n, también tenemos informacion suficiente para graficar la funcién
¥ =mx + n. Veamos como se relacionan estas dos maneras de caracterizar la recta.
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La pendiente m se puede calcular como la razén de cambio:
_J@- 1)
q-p
Calcular el coeficiente n, en cambio, no es tan directo. Para esto, se puede construir la funcién
lineal que pase por los puntos (p, f(p)) y (¢.f(g)) mediante la férmula:

S@) =f(p)+m(x-p),

lo que se comprueba evaluando esta expresion en x = p y en x = g, reemplazando en este ultimo
caso el cociente con el que calculamos 7. Asi, comprobamos que 7 es:

n=/(p)~mp.

Ejercicios

1. Determine cudles de las siguientes funciones lineales son crecientes o decrecientes.

a.y=7x-5 D.y=-0,1x+25 C.y=-3x-11
2. Encuentre la pendiente de la funcion lineal:

a flx)=7x+1 D.y=-15x-9 C. cuyo grafico pasa por los
puntos (-2,-4) y (3,-1).

3. Proponga situaciones de la vida cotidiana que puedan ser descritas por las funciones de los
ejercicios anteriores, e interprete la tasa de cambio en cada situacién. Grafique cada una
de las funciones.

Mostraremos ahora algunos graficos de funciones no lineales. Consideremos la funcién
f(x) = x*. El gréfico de esta funcion se denomina pardbola y se muestra en la figura siguiente:

Y

-4 =3 =2 -1 1.2 .3 4 X

Figura IV.24
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En el grafico se han marcado los puntos de la siguiente tabla:

y=x
0 0*=0
1’°=1
-1 (-1)*=1
2 2°=4
-2 (-2)*=4
3 3%=9
-3 (-3)*=9

Tabla IV.9

Observando el grafico vemos que esta funcién decrece a la izquierda del eje Y (es decir, para va-
lores negativos de la variable x) y crece a la derecha del eje Y (es decir, para valores positivos de la
variable x). Esto también se puede observar de la razén de cambio. Tal como vimos en la Seccién
3,larazén de cambio para esta funcién estd dada por:
S0)-f)_
X-z

por lo que si xy zson positivos y x > z entonces f(x) > f(z); es decir, a medida que nos movemos hacia
la derecha en el semieje x > 0, la funcién crece. Por otra parte, si x y zson negativos y x > z, entonces
f(x) <f(2) (pues x + z< 0), asi a medida que nos movemos hacia la derecha en el semieje x < 0, la
funcién decrece. De la razén de cambio también podemos observar que la variacion de la fun-
cién se hace mds pronunciada a medida que movemos x y z hacia la derecha en el semieje x > 0.
También observamos que, a medida que nos movemos a la izquierda, aproximéndonos con xy z
a0, larazon de cambio se hace mds pequeiia, por lo que la variacion de la funcién es menor. Esto
también se aprecia del grafico de la Figura IV. 24.

El gréfico de la funcién y = x* es simétrico con respecto al eje Y. Para verificar esto, observa-
mos que si el punto (x, y) estd en el gréfico, también estard en él (-x, y), ya que f(x) = f(-x), pues

x=(-x)%
1
Otro ejemplo de funcién no lineal es la funcién de proporcionalidad inversa f(x)=—.
X

Vemos que f(x) tendrd el signo de la variable, es decir, serd negativo, cuando x < 0y, positivo
six > 0. Como vimos en la Seccién 3, la razén de cambio entre dos valores x y z estd dada por:

f@-f2) 1

X-z xz
En particular, vemos que si x> z, y xy z son positivos, tendremos que f(x) < f(z). Por lo que la fun-
cién decrece a medida que nos movemos hacia la derecha en semieje x > 0. Ahorasix >z yxyz
son negativos, tendremos que f(x) < f(z), es decir, la funcién decrece a medida que nos movemos
hacia la derecha en el semieje x < 0. A partir de la razén de cambio, también podemos observar
que la variacién de la funcién se hace menos pronunciada a medida que movemos xy z hacia la
derecha en el semieje x > 0. También observamos que, a medida que nos movemos a la izquier-
da, aproximéndonos con x yz a 0, la razén de cambio se hace cada vez mds grande, por lo que la
variacion de la funcién es cada vez mayor. El grafico de esta funcidn se presenta a continuacion:
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Figura IV.25

Para pensar

z 1 =7 . . I . z
El gréfico de la funcién y =— también tiene una simetria. Si el punto (x, ) estd en el

X
grafico, también lo estd el punto (-x,-y). Explique por qué esto significa que el grafico
es simétrico con respecto al punto (0, 0).

En resumen

Ejercicios

En una panaderia diariamente se incurre en gastos de personal, alquiler y mantencion por

» El gréfico de la funcion lineal y = mx + n es una linea recta. Esta recta corta al eje Yen
el punto (0, n).

« Sim >0, amedida que x crece, la recta sube; mientras que si m < 0, a medida que x
crece, la recta baja.

un monto de $100.000. Ademas, el costo de producir un kilo de pan es $300.

a. Bosqueje el grafico de la funcién de gasto diario de la panaderia, en términos de la canti-

dad de pan producido.

D. Por cada kilo de pan vendido, la panaderfa obtiene $800 (luego de descontar el IVA). Bos-

queje en el mismo grafico anterior la funcién de ingresos de la panaderia.
C. Interprete el punto de interseccién de los dos gréaficos anteriores.

(. ;A partir de cuantos kilos de pan vendidos la panaderia comienza a tener ganancias?

Grafique en el mismo plano las rectas y = 2x + 3 e y = 3x + 1. ;Qué relacion tiene el punto de

interseccion de estas rectas con la solucién del sistema y - 2x -3 =0, y -3x -1 = 0?
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3. Represente en el plano cartesiano los conjuntos de puntos (x.y), tal que:
a. 2x+3y=5 D xy=1 C.x-y=3 dy+1=x
4. Para graficar y = - x* se puede observar que si el punto (x, ) esté en el grafico de y = x?,

entonces, (x, —y) estd en el gréfico de y = —x* A partir de esto, explique por qué el gréfico de
la funcién y = —x* corresponde a reflejar el grafico de y = x* con respecto al eje X.

5. Explique por qué graficar la funcién y = (x - 1) corresponde a trasladar el gréfico de la
funcién y = x* con respecto al eje X una unidad hacia la derecha.
6. Esboce el grafico de las funciones, trasladando en el eje .

2. g(x)=x"+2 D. h(x)=x"-2 C.wx)=-x"+2 d. u(x)=-x* -2

/. Grafique las siguientes funciones. Para esto, puede usar una tabla de valores o notar que la
1
coordenada y correspondiente a x es la coordenada de y =— multiplicada por un nimero

apropiado.

a. f(x)=5% b. f(x)=$ C. f(x)=—5% d. f(_x):—i

4.4 Interpretacion de graficos

El grafico de una funcién es una forma de conseguir una visién global respecto de esta. Eso
nos puede ayudar a predecir situaciones, a sacar conclusiones acerca de cambios de tendenciasy
a comparar comportamientos, entre otros. Para esto es necesario aprender a analizar e interpretar
gréficos.

Un primer paso para analizar un grafico es examinar distintos elementos relacionados con
aspectos mds bien cuantitativos: reconocer las variables presentes, la graduacion que tienen los
ejes e identificar puntos del grafico, entre otros. Esto no es suficiente para interpretar el grafico,
para ello también debemos analizar aspectos cualitativos y asignarle un significado.

Veamos un ejemplo. En el grafico a continuacidn, se ha registrado el peso de un recién nacido
en su primer mes de vida.

4,5
4
2
= 35
o
&
3
2,5
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
Tiempo de vida (dias)

Tabla IV.26
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En el eje de las abscisas se representa el tiempo de vida del bebé medido en dias, y en el eje
de las ordenadas se representan el peso en kg. También notamos que el origen no esta en el (0, 0)
ya que se decidid poner el peso solo en un rango de interés. Del grafico, podemos ver que el peso
del bebé al nacer fue de 3,3 kg y que al 5° dfa alcanzé su peso minimo de aproximadamente 2,9 kg.

Ejercicio

A partir del ejemplo anterior, responda las siguientes preguntas:

a. ;En qué dia el bebé recupera el peso que tenia al nacer?

D. 4Cudl es, aproximadamente, el peso en el dia 207 ;y en el dia 30?

Para interpretar un grafico necesitamos hacer un andlisis cualitativo y global que entregue
sus caracteristicas generales. Esto incluye reconocer intervalos donde la funcién crece, decrece o
permanece constante, identificar valores en que la funcién alcanza su valor maximo o minimo,
comparar razones de cambio (o pendientes) e identificar puntos donde el grafico experimenta
cambios de tendencia (por ejemplo, pasa de crecer a decrecer), entre otros aspectos. Para interpre-
tar el grafico, se debe dotar de significado a los hallazgos obtenidos en el contexto de la situacién

modelada.
Ejemplo
El siguiente grafico representa la variacion de la temperatura de un enfermo durante
todo el dia.
42
41
40
o 3
©
5 38
©
g a7
5
36
35
34
33
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo (hr)
A partir del grafico responderemos las siguientes preguntas:
a. ;Qué magnitud estd representada en el eje de las abscisas?
h. ¢Qué magnitud esta representada en el eje de las ordenadas?
C. A qué hora el enfermo tuvo la méxima temperatura y cudl fue?
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d. ;En qué perfodos tuvo temperaturas normales, es decir, no superiores a 37 grados?

€. Dos veces al enfermo le fue subministrado un antipirético de efecto rapido.
;Aproximadamente, a qué hora ocurri6 esto?

f. ;Cudnto durd el efecto del antipirético cada vez?
0. Este gréfico ;sugiere que la temperatura baja durante el suefio?

Notamos que para responder algunas de estas preguntas solo necesitamos leer el
grafico, mientras que para otras, como (f.) y (0.), se requiere una interpretacion.

En el eje de las abscisas se representan las horas del dia y en el eje de las ordenadas se
representa la temperatura, pero solo en el rango de interés. La méxima temperatura
lleg6 a 41 grados y se produjo en torno a las 8 de la noche. Entre el mediodia y las 4 de
la tarde tuvo una temperatura normal, asi como desde las 9 de la noche en adelante.
Alas 10 de la mafiana, cuando la fiebre lleg6 a 39 grados, y a las 8 de la noche, cuando
la fiebre lleg6 a 41 grados, le suministraron el antipirético y su efecto duré aproxima-
damente 4 horas la primera vez y solo 2 horas la segunda vez, pues pasado ese tiempo
la fiebre comenzé a subir nuevamente, aunque la temperatura se mantuvo normal por
las siguientes dos horas. La temperatura por debajo de los 37 grados que se produce
pasada las 9 de la noche podria ser producto del suefio.

Muchas veces los graficos no se presentan con sus ejes graduados, sino que mas bien proveen
una descripcién cualitativa de una funcién, que surge del modelamiento de un fenémeno o situa-
cién. En este caso, también es posible interpretar el grdfico como se ilustra en el siguiente ejemplo.

El grafico de la Figura IV.27 describe el paseo en bicicleta que da una nifia por un camino
recto que pasa por la puerta de su casa. En el eje de las ordenadas se representa la distancia a la
que ella se encuentra de su casa, y en el eje de las abscisas, el tiempo transcurrido.

A (istancia

tiempor
Figura IV.27

Analizando el grafico podemos tener una buena idea de cdmo fue el paseo. Vamos a distin-
guir 4 instantes de tiempo, que denotaremos por a, b, ¢y d, en los que hay un cambio de fendencia.
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A distancia

a b ¢ d T tieTnpo
Figura IV, 28

La nifla parte su paseo en bicicleta y en el instante a se detiene y permanece asi hasta el ins-
tante b, pues el tiempo pasa y la distancia a su casa no cambia. Luego, en b parte nuevamente en
su bicicleta alejandose de su casa. En el instante ¢, se detiene nuevamente, pero por un intervalo
de tiempo menor (ya que se aprecia en el grafico que el tiempo transcurrido entre a y b es mayor
que entre ¢y d). En el instante d, comienza su viaje de regreso, ya que vemos que la distancia a su
casa disminuye, y llega a su casa 7'unidades de tiempo después del inicié de su viaje.

En cada uno de los tramos que distinguimos, el grafico de la funcién es una linea recta. Asi,
en cada tramo la razén de cambio es constante y es la pendiente de cada segmento recto. Ademads,
la razén de cambio es:

e positiva entre 0y a,
e ceroentreayb,

» positiva entre by c,
e ceroentrecyd,

* negativaentre dy T.

Del gréfico también vemos que la pendiente entre 0 y @ es menor que entre by ¢. Larazén de
cambio es la velocidad en cada tramo, asi vemos que la nifia va mas rapido entre by ¢ que entre
0y a. En el tramo entre dy 7, vemos que la razén de cambio es negativa; en este caso, también
podemos interpretarla como velocidad, indicando el signo la direccion del movimiento (en este
tramo la nifia viaja hacia su casa, que es la direccién opuesta a aquella en el tramo entre 0y a).
También se podria considerar la velocidad en este tramo sin considerar el signo, es decir, sin tomar
en cuenta la direccién del movimiento.

Para pensar

Analizando el grifico de la Figura IV. 28, vemos que la nifla pasa de moverse a
velocidad constante, entre 0 y a, a detenerse instantdneamente en a. Luego, pasa de
estar detenida entre a y b, a moverse con velocidad constante entre b y c. Esto no es
realista. Discuta por qué. Proponga un nuevo grafico mas razonable para describir esta
situacion.
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Ejercicios

1. Grafique la velocidad de la bicicleta del ejemplo anterior, considerando la direccion del
movimiento y también sin considerarlo.

2. Enel ejemplo anterior ;en qué tramo la nifia anda mds rapido?

3. Describa la siguientes situaciones mediante un grafico:

a. Catalina va a comprar el pan a una panaderia que queda a 8 cuadras de su casa en linea
recta. Ella camina tranquila tres cuadras, se encuentra con una amiga y se queda con-
versando con ella. Luego, camina tres cuadras mas y se da cuenta de que se le quedd su
monedero. Regresa a su casa corriendo, toma su monedero y se va al negocio caminando
rapido, pero sin correr. En el negocio la atienden répido y finalmente regresa a su casa
caminando lento, ya que estd muy cansada.

b. En una clase de Educacién Fisica, Juan tiene que subir el palo encebado. Fl sube muy
rapido al comienzo, pero se empieza a cansar y baja parte de lo que ha subido. Luego de
quedarse quieto por un momento, toma impulso y sube hasta el final. Después baja rapi-
damente, pero de manera controlada.

4. Invente una historia para cada uno de los siguientes graficos:

A distancia

tiempo -

distancia

»

‘ tiempo .

En el ejemplo de la Figura IV.28 describimos una trayectoria en términos de la distancia.
También analizamos la velocidad, que nos ayudé a describir de manera mas precisa la situacion,
identificando cudndo la nifia iba mds rdpido, mds lento o se encontraba detenida. En el siguiente
ejemplo, veremos una situacién usando un gréfico distinto al anterior, en el que describiremos la
velocidad en funcién de la distancia recorrida.
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El dibujo muestra la pista de una montafia rusa, en la que los carros viajan entre Ay G a
velocidades que dependen de la inclinacion. Las letras marcan los puntos donde la inclinacién
cambia. Por ejemplo, el carro acelera entre By C aumentando su velocidad, mientras que frena
entre Cy D, por lo que disminuye su velocidad. Estas marcas nos ayudardn a construir el grafico
de la velocidad como funcién de la distancia recorrida.

Figura IV. 29

Notamos que entre A y B no se observa ninguna pendiente en la pista que pueda acelerar o
frenar al carro y, por lo tanto, la funcién “velocidad” deberfa ser constante. En cambio, entre By C
la pista baja con una pendiente considerable, lo que provocard aumento de la velocidad del carro,
es decir, la funcién “velocidad” serd creciente. Entre C'y D la pista sube y, por lo tanto, el carro ird
perdiendo velocidad, es decir, en este tramo serd decreciente. Sabemos que estos cambios van
ocurriendo de manera progresiva, asi el impulso ganado en la bajada entre By C se ird perdiendo
de apoco en la subida entre Cy D; por lo tanto, los cambios son continuos y la velocidad no salta
de un valor a otro. Entre Dy E, la bajada de la pista es mds larga que entre By C, por lo que el carro
aumentard aun mas su velocidad, la que ird bajando en la subida entre £y F. Es decir, la funcién
“velocidad” serd creciente entre Dy E'y alcanzard valores mayores que los obtenidos antes. Pasado
el punto £, la funcién “velocidad” decrecera y entre Fy G deberia no tener variaciones importantes,
por ausencia de pendiente de la pista. El siguiente grafico describe la situacién presentada:

A velocidad

»
-

A B C D E F G
distancia recorrida
Figura IV. 30

Un ultimo ejemplo que estudiaremos es cdmo varia la altura del liquido en un frasco que
estd siendo llenado a tasa constante. En esta variacion, claramente juega un rol esencial la forma
del frasco. Supondremos que los frascos en consideracion siempre tienen secciones transversales
circulares, es decir, si hacemos un corte horizontal del frasco a cualquier altura, obtenemos una
circunferencia.
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El caso més simple es cuando el frasco es un cilindro como se muestra en la figura que sigue.
En este caso, el volumen de liquido V' contenido entre dos niveles de altura, digamos 4 y /., donde
hy > hy, serd igual al drea de la base por la diferencia entre las alturas, es decir:

"

V=A(hy - h)
Figura IV. 31

Donde A es el drea de la base. Asi, el volumen contenido entre las alturas es proporcional a la
variacion de la altura, y la constante de proporcionalidad es el 4rea de la base.

Supongamos que al comienzo el frasco se encuentra vacio. Inicialmente, la altura del nivel del
liquido serd 0y crecerd a medida que se vierte el liquido en el frasco. Sillamamos Val volumen de
liquido en el frasco y 4, la altura, entonces V=Ah, de donde obtenemos que:

1
h=—V.
A

Es decir, la altura del nivel del liquido es proporcional al volumen de liquido vertido en el frasco,

y la constante de proporcionalidad (pendiente) es %

El siguiente grafico muestra la altura del nivel del liquido en funcién del volumen que ingresa

4 altura

»

volumen

Figura IV.32
Ejercicio

Sellenan dos frascos cilindricos con agua, de tal manera que la tasa a la cual ingresa el agua
en cada frasco es la misma. Uno de los frascos tiene base de drea 4 y el otro tiene base de
area B, con A > B. En un mismo gréafico, muestre como varia la altura del nivel del agua en
términos del volumen ingresado.
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Analicemos ahora el caso de un frasco que no es cilindrico, donde el drea de la seccién trans-
versal varfa con la altura del frasco. Al igual que antes, el frasco se llena de liquido a tasa constante,
y graficaremos cémo varia la altura del nivel de liquido en funcién del volumen ingresado.

Figura 1V.33

En el frasco distinguimos tres partes: la parte de abajo es un cilindro de altura #,, la del medio
es un cono truncado de altura A, — A, y finalmente la parte de arriba es otro cilindro, cuya base tie-
ne un drea menor que la anterior. La primera parte del grafico serd una recta, tal como vimos en el
ejemplo anterior, la tercera parte del grafico serd también una recta con mayor pendiente, pues la
seccion transversal tiene menor drea. La segunda parte del frasco es conica y, por lo tanto, el drea
de la seccién horizontal se ird achicando progresivamente. Asi, la variacién de altura ya no serd
proporcional e ird creciendo cada vez mds rapido. El siguiente grafico describe el comportamiento:

A altura

7

volumen

Figura IV. 34

En resumen

» Los gréaficos nos ayudan a sintetizar y comunicar la informacién contenida en una
funcion.

o Para interpretar un grafico, es necesario analizar su comportamiento global e
interpretar los hallazgos en el contexto de la situacién que este describe.
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Ejercicios de la seccion

1. Cadauno de los siguientes frascos, con seccién transversal circular, estd siendo llenado con
liquido a una tasa constante. Para cada caso, describa mediante un grafico cdmo varia la
altura del liquido, en términos del volumen ingresado.

RYANVAY,

2. Enel grafico siguiente se muestra como varia la temperatura a lo largo de un dia, partiendo
de la medianoche:

A temperatura (°C)

»
»

tiempo (h)

a. Identifique los periodos en que la temperatura sube, aquellos en que baja y aquellos don-
de permanece constante.

D. Estime cuando ocurre la temperatura maxima y cudndo, la minima.
C. Estime cudndo se producen las méximas variaciones de temperatura

(. ;Le parece que el comportamiento descrito es habitual con respecto a la temperatura?

3. Uneditor estima que el precio de producir entre 1.000 y 10.000 ejemplares de un libro es de
$500 por ejemplar; entre 10.001 y 20.000 el costo es de $400 por ejemplar, y entre $20.001 y
$50.000 el costo es de $350 por ejemplar. Describa la funcién f(r) que da el costo total de
producir 7z ejemplares del libro, con 1.000 < 7 < 50.000. Bosqueje el gréfico de la funcidn, y
para esto suponga que 7 es una variable real.

4. Elsiguiente grafico entrega la altura de una pelota de goma que se lanza hacia arriba. Des-
criba la trayectoria de la pelota.
altura

tiemEo
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De acuerdo al relato de la conocida fabula de la liebre y la tortuga, grafique en el mismo
plano cartesiano la distancia recorrida por cada uno de los animales.

Para cada uno de los siguientes graficos, invente una situacion que pueda ser descrita me-
diante este.

q. A velocidad c. A temperatura

tiempo' tiempo

. A velocidad

»

tiempor

En el siguiente grafico se aprecia la evolucién del peso de una nifia y de un nifio.
4 peso (kg)

70+
60
504
404
30
204

104

»
>

5 10 15 20
edad (afios)

De acuerdo al grafico, conjeture qué nimero (1 o 2) corresponde al nifio. Explique la razén
de su eleccién. En base a esto, responda las siguientes preguntas.

a. ;Cudl es el peso del nifio a los 8 afios? ;Y el de la nifia a los 177

D. ¢A qué edad el nifio pesaba 40 kg? ;cudndo la nifia pesaba 20 kg?

C. ;A partir de qué edad el nifio pesaba mas de 50 kg? ;hasta qué edad la nifia pesaba menos
de 30 kg?

d. ;A qué edad ambos tenfan el mismo peso?
€. ,Cudl fue el aumento de peso de la nifia entre los 10 y los 15 afios?

f. ;Cuando aumento la nifia mds rdpidamente de peso? ;y el nifio?
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8. Elgrafico muestra la distancia recorrida por dos automdviles (1 y 2) en funcién del tiempo
transcurrido al realizar un viaje de 80 km.

A distancia (km)
60 1 @

50 +
40 +

30 +

»

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tiempo (min)

a. ;A qué horasalié el auto 27 ;qué auto llegd primero? ;qué auto se demord mds en realizar
el recorrido?
h. ¢Cudnto tiempo estuvo parado cada auto, y en qué kilometro se detuvo cada uno?

C. ;En qué momentos la velocidad del auto 1 fue mayor? ;cudndo fue mayor la velocidad del
auto 27 ;qué auto alcanz6 una mayor velocidad?

9. Una familia se va de vacaciones desde Santiago a Puerto Montt en su automdvil. El grafico
siguiente muestra cdmo varia la cantidad de bencina que hay en el depésito del auto, du-
rante el viaje por la Ruta 5 Sur.

40
35
30
25
20
25
10

5

Bencina en el auto (L)

0 200 400 600 800 1000
Distancia recorrida (km)

. En el gréfico aparecen dos segmentos verticales, ;qué representan?
. ;Cudanta bencina tenia el depdsito después de recorrer 480 km?

. ;Cudnta bencina usé en los primeros 400 km?

. ;En cuéntas estaciones de servicio ha parado?

. ;Cudntos litros de bencina ha puesto durante el viaje?

+En qué estacion de servicio eché més gasolina?

o | DO O O T

. ¢Sino hubiera parado a reponer bencina, a qué distancia de Santiago se habria quedado sin
combustible?

N. Aproximadamente, ;cuantos kilémetros recorre el auto por cada litro de bencina en carretera?
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10. (Problema liberado, prueba PISA 2003) Mohammed estd sentado en un columpio. Empieza
a columpiarse. Estd intentando llegar tan alto como le sea posible. ; Cudl de estos gréaficos
representa mejor la altura de sus pies por encima del suelo mientras se columpia?

a. A altura de los pies c altura de los pies

»

tiempo tiempg

b. A altura de los pies d- A altura de los pies

»

tiempg

tiempg

11. (Problema liberado, prueba PISA 2000) El grafico a continuacién muestra cémo varfa la
velocidad de un auto de carreras a lo largo de una pista plana de 3 kilémetros de largo,
durante su segunda vuelta.

Velocidad de un auto de carreras a lo largo de una pista de 3 km (segunda vuelta)

200
180
160

ol \ \ / N /[
oo\ / \ \ /
o\ / \V
WIS /

60 \V

velocidad (km/hr)

0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

4 Distancia a lo largo de la pista (km
linea de inicio g pista (km)

a. jCudl esla distancia aproximada desde el punto de partida hasta el principio de la seccion
recta mas larga de la pista?

D. ¢Ddnde se registré la velocidad més baja durante la segunda vuelta?
C. 4Qué puede decir acerca de la velocidad del auto entre la marca de 2,6 km y la de 2,8 km?
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12.

13.

(. A continuacién, puede ver los dibujos de cinco pistas:

% P P P
® Pd D) m
P: punto de partida

¢+Alo largo de qué pista se condujo el auto para generar el grafico de velocidad que se mos-
tré antes?

Dibuje graficos que permitan describir las siguientes situaciones. Marque los ejes con las
variables que aparecen entre paréntesis. En la tltima situacion, dibuje dos graficos en los
mismos ejes.

a. “El pasto crece mucho en verano y hay que cortarlo todas las semanas, pero al llegar el
otofio crece cada vez menos y se corta con cada vez menor frecuencia” (longitud del
césped/tiempo).

h. “Cuando estoy en el colegio, parto con mucho sueflo y no estoy muy alerta. A medida
que avanza la mafiana, me pongo mas alerta y capto bien las clases. Hacia el final de la
jornada, me siento muy cansada, y ya no pongo atencion” (atencién a las clases /tiempo).

C. “Alfinalizar la primavera, planté una semilla en un macetero. Cost bastante para que co-
menzara a crecer. Al comienzo crecia lento y luego su crecimiento fue cada vez mds rapi-
do. Me olvidé de regarla por algunos dias y la planta apenas crecié. Cuando volvi a regarla,
volvid a crecer, pero su crecimiento se hizo mds lento hasta alcanzar su tamafio definitivo.
Al finalizar el verano, se fue marchitando lentamente” (altura de la planta/tiempo).

Indique cuél de los siguientes graficos describe mejor cada una de las situaciones que se
plantean, identificando la variable independiente y la variable dependiente que elegird para
la descripcién. Sino se ofrece el grafico adecuado, proponga otro.

a. “Me gusta bastante la leche frfa y la leche caliente, pero me gusta poco la leche tibia’.

h. “Cuanto mds pequefias son las cajas, mas podemos cargar en la camioneta’”.

C. “Después del concierto hubo un silencio abrumador. Entonces, una persona de la audien-
cia empez0 a aplaudir. Gradualmente, los que estaban alrededor se le unieron y pronto
todo el mundo estaba aplaudiendo’.

FLn
U



14. (Problema liberado, prueba PISA 2006). En el grafico a continuacion, se muestra el creci-
miento de dos organismos vivos: el Parameciumy el Saccharomyces. Uno de los dos anima-
les (el depredador) se come al otro (la presa). ; Permite el grafico identificar cudl es la presa
y cudl, el depredador?

Modelo presa-depredador

Paramecium aurelia ——
200 Saccharomyces exiguus — —e— |.

INARDYERNZ A
AR ZL

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

50

Numero de individuos en 0,2 g de agua

L
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